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Sazetak

Kvantno Izra¢unavanje(Quantum Computing) je, kao grana Pri-
rodnog Izracunavanje(Natural Computing), jedna od najmladih zna-
nosti Teorijske Kompjuterske Nauke koja koristi stanje superpozi-
cije kvantnog sistema i preplitanje(entanglement) kao gradivne ele-
mente izra¢unljivosti. Zasto Kvantno Izracunavanje? Naime, ve¢ na
kraju ovog rada u kome ¢emo dati generalni pregled osnova Kvant-
nog lIzraCunavanja, ¢emo uvidjeti velike prednosti spram klasi¢nog
izracunavanja. Rad je struktuiran tako da uvede ¢itaoca u osnove ove
teorije koja se u mnogome razlikuje od ostalih metoda izracunavanja.
Tako ¢emo najprije uvesti gradivni element informacije u Kvantom
Izracunavanju(Kvantni bit), zatim ¢emo se upoznati sa jednim od
nac¢ina manipulacije informacije na kvantom nivou(Kvantna kola). Na-
kon toga prelazimo na dva primjera primjene kvantih kola pri formi-
ranju kvantnih algoritama i na kraju ¢emo navesti neke prednosti i
zanimljivosti Kvantnog Izracunavanja. Citalac ée na kraju imati ge-
neralni uvid u ovu znanost i poznavati njene osnovne osobine.

1 Uvod

Kvantno Izra¢unavanje(u nastavku je mjestimi¢no koristen termin QC-Quantum
Computing), kao i ostale grane Prirodnog Izra¢unavanja, je zasnovana na
nekom prirodnom fenomenu, tacnije na fenomenima Kvantne Mehanike. Na-
ime, formiranjem Kvantne Teorije 1920-tih, tim fizicara i matematicara na
¢elu sa Max Planck-om, dolazi do saznanja da se Kvantni Sistemi(npr. elek-
tron, foton, ...) mogu nalaziti u razli¢itim fizickim stanjima. Daljim is-
trazivanjem se razaznaje da su ta stanja uvijek u obliku linearne kombinacije
neka dva fiksirana stanja i to dva ortogonalna stanja. Kasnije se otkrivaju i
neke ”¢udne” osobine stanja kvantnih sistema kao sto su Bell-ova stanja(EPR
par) koje ¢e posluziti kao jedan koristan alat u QC. 1980-tih, nakon ideje
koristenja kvantnih stanja kao gradivnih elemenata izracunljivosti(elemenata
analognih bitu u klasi¢nim sistemima), se udara temelj kvantnog izrac¢unavanja.
QC dozivljava svoj procvat tek pocetkom drugog milenija, nakon otkric¢a
Deutch-Jozsa algoritma i Shor-ovog algoritma koji su pokazali prednosti
kvantnog izracunavanja nad klasi¢nim modelima. Od tada se na ovoj oblasti
intenzivno radi i do danas smo posvjedocili mnogim otkricima koja nas ohra-
bruju da sve vise vjerujemo da ¢e nas Kvantno Izracunavanje uvesti u eru
brzog procesuiranja kakvo do sada nismo dozivjeli.



2 Qubit

Rije¢ Qubit je nastala od rije¢i Quantum Bit i on je analogija klasicnom bitu.
Qubit zapravo predstavlja jedan kvantni sistem i kao Sto smo ve¢ pomenuli
ti sistemi se mogu nalaziti u razli¢itim stanjima. Medutim, za razliku od
klasi¢nog bita gdje imamo samo dva diskretna stanja 0 i 1, kvantni bit ima
beskona¢no mnogo moguéih stanja. Svako stanje kvantnog bita se moze
predstaviti kao liearna kombinacija dva ortogonalna stanja, tako da kada
govorimo o stanjima Qubita-a mozemo reéi da imamo stanja [0) i |1) koja
su ortogonalna, a da su sva ostala stanja predstavljena kao «|0) + §]1) gdje
a, B € C. Ortogonalna stanja se jos nazivaju i bazna stanja, a stanje linearne
kombinacije baznih stanja se naziva jos i superpozicija. (Notacija |¢) se
naziva Ket notacija i ona je potpuni analogon vektorskoj notaciji IE, postoji
jos i Bra notacija oblika (1| istog znacenja koja se najvise koristi u notaciji
unutrasnjeg proizvoda vektora koja je oblika (1)|¢). Dakle primijetimo da
su stanja kvantnih sistema zapravo vektori. Bra-Ket notacije se jos zovu i
Dirac-ove notacije)

S obzirom da su kubiti zapravo vektori to mozemo uvesti i matri¢ni zapis
kubita:

o=l =[] oo -al ] - [

Matri¢éni zapis je vrlo koristan i uglavnom se koristi prilikom bilo kakve ma-
nipulacije sa kubitima.

2.1 Monokubitni sistemi

Jedan i samo jedan kvantni sistem ¢ini monokubitni sistem. Kao sto smo
ve¢ rekli, kvantna stanja su zapravo vektori i to takvi da je svaki vektor
jednak linearnoj kombinaciji dva fiksirana i ortogonalna vektora, tj. za vek-
torski prostor V kojeg ¢ine kvantna stanja nekog kvantnog sistema vrijedi
Vi) € V = |[¢) = a|0) + B|1)|a, B € CA|0)L|1) i vrijedi |af* + |8 = 1 tj.
(¥*|¢) = 1. Ortogonalna kvantna stanja, u ovom slucaju |0) i |1), se nazi-
vaju baznim stanjima nekog kvantnog sistema. Dalje, moze se primijetiti da
ovako definisani vektori(kvantna stanja) ¢ine Hilbertov prostor nad poljem
kompleksnih brojeva.

Najcesca reprezentacija monokubitnih sistema je geometrijska reprezentacija
pomocu Bloch-ove sfere. Naime, ukoliko pretpostavimo da o« € RA a > 0



Slika 1: Bloch-ova sfera, |¢)) = cos £]0) 4 (cos ¢ + 1sin ¢) sin 4|1)

u |¢) = «a|0) + B]1), sto mozemo uraditi bez umanjenja opStosti, zatim
uzevsi u obzir da vrijedi (*|¢)) = 1, stanje superpozicije se da zapisati u
obliku [¢) = cos £|0) + e sin §[1) = cos 4|0) + (cos ¢ + ¢sin @) sin §|1), gdje
0<0<mAN0<¢<2r. Odatle mozemo formirati sferu kvantnih stanja kao
na slici 1.

2.2 Polikubitni sistemi i preplitanje

Skup od dva ili vise kvantnih sistema se naziva polikubitni sistem. Stanje
polikubitnog sistema sastavljenog od stanja |1) i |¢) se pise kao |1))|¢) i uko-
liko Je [1) = al0) + BI1) A 6) = ]0) + 61|, 5,7,6 € C tada je [9)]¢) =
(@|0) + B[1))(7[0) + 6]1)) = av]00) + ad|01) + 54|10) + B4[11) = ’|00) +
B101)++'110)+0"|11) gdje o/, B, v, 8" € CAl/*+|B')>+|¥ [*+|5'|* = 1. Pri-
mijetimo da ukoliko se radi o baznim stanjima, u nasem slucaju |0) i [1), tada
se [0)]0),|0)[1),]1)]0),]1)|1) pise redom kao |00),|01),|10),|11). (Analogno,
ukoliko je [£) neko bazno stanje, tada se |£)|€) ... |&) piSe kao |£€. .. &)

U ovom slucaju stanja [00), |01),]10), |11) postaju bazna stanja polikubit-
nog sistema. Analogno, za polikubitni sistem sastavljen od n stanja vrijedi
[P [n) - [thn) = ]000...00) + a4|000...01) + -+ + o,,,]100...00) +



s ah g |111...11) gdje je 1) = A|0) + p|1)|A, € C.

Nerijetko se desava da stanja kvantnih sistema nekog polikubitnog sistema
nisu nezavisna, tj. polikubitni sistem se mora tretirati kao jedan monoku-
bitni sistem sastavljen od vise baznih stanja. U tom sluc¢aju kazemo da je
doslo do preplitanja(entanglement) kvantnih sistema(kubita). Npr. ukoliko
dva kubita dovedemo u stanje preplitanja, tada ¢e bilo kakvo djelovanje na
prvi kubit uticati i na drugi kubit, c¢ak i ako su ta dva kubita razdvojena
nakon preplitanja. Ova osobina je nagnala fizicare dvadesetog stoljeca da
postave hipotezu prenosa informacije brze od brzine svjetlosti. Preplitanje
je jedan od fundamentalnih alata kvantnog izracunavanja.

2.3 EPR par

Najosnovnija stanja preplitanja su takozvana Bell-ova stanja. To su stanja
oblika:

v [00) +]11) _, _ |00) —111)
oy N0 o) 10

V2 V2

Ova stanja kvantnih sistema su prvi put primije¢ena 20tih godina proslog
stoljeca. Primijetili su ih Einstein, Podolsky i Rosen po ¢ijim inicijalima je
par kubita sa nekim od ova dva stanja nazvan EPR par. Postoji i istoimeni
paradoks, EPR pradoks, koji je koriste¢i upravo primjer Bell-ovih stanja
poljuljao Kvantnu Teoriju (Vise o EPR paradoksu u podpoglavlju 5.2).

3 Kvantna kola

Kvanta kola u QC su potpuna analogija ulaznim kolima(gate-ovima) u klasi¢nim
modelima. Medutim, za razliku od klasi¢nih kola, kvanta kola mogu biti
invertibilna. Dakle, ukoliko primijenimo neko kvantno kolo X na polikubitni
sistem [1))|¢) i pri tome dobijemo polikubitni sistem [¢')|¢'), tada djelova-
njem nekog kvantnog kola Y na rezultat, mozemo dobiti poc¢etni polikubitni
sistem. U ovom slucaju kazemo da je Y inverz od X,(Y = X!). Kao i kubit,
kvanto kolo se moze pisati u matricnom obliku(vidje¢emo u nastavku na koji
nac¢in). Da bi stvar bila jos bolja, kvanto kolo zapravo mora biti invertibilno,
cak Sta vise, moze se dokazati da bilo koje kolo ¢ija matrica A je unitarna,



Slika 2: Simbolni zapis

gt

Slika 3: Matriéni zapis

tj. da vrijedi A*A = I, je neko kvantno kolo. Postoje simbolni i matri¢ni
zapis kvantnih kola (Slika 2 i Slika 3).

3.1 Kola monokubitnih sistema (monokubitna kola)

Kola monokubitnih sistema su kola koja djeluju na jedan i samo jedan kubit.
To su sva kola ¢iji matri¢ni zapis je unitarna matrica formata 2 x 2. Dakle za
razliku od klasicnog modela gdje postoje najvise ¢etiri moguca unarna ulazna
kola, u QC ih imamo vise (Sve unitarne matrice od ukupno 16 moguéih, for-
mata 2 X 2). Osnovno kolo monokubitnih sistema je NOT kolo koje je ana-
longo istoimenom kolu u klasicnim sistemima. Na ovom kolu ¢emo pokazati
primjer rada kvantnih kola. NOT kolo se zove jos i Paulijevo X kolo (Slka
4). Ukoliko zelimo da vidimo u kojem obliku ée biti stanje [1)) = a|0) 4+ |1)
nakon djelovanja NOT kola na njega, dovoljno je da pomnozimo stanje |t)
kubita sa matricom kola X tj.:

o= - - [ -om o

Primijetimo da smo dobili upravo negaciju od «|0) + |1) jer je |0) preslo u
|1), a |1) preslo u |0). Na isti nacin rade i ostala kola monokubitnih sistema.

— X — Pauli-X = (0 1)

1 0

Slika 4: NOT kolo, simbolni i matriéni zapis



Hadamard g — % [ i _11]
Pauli-X vy — [(1) (1)]
Pauli-Y _z_ [? _Oi_
Pauli-7 7= [ (1) _01 _

Phase — ﬁ — [ (1) ?]
/8 —] l — [(1) 6¢2/4]

Slika 5: Najpoznatija monokubitna kola

Lista najpoznatijih monokubitnih kola je data na slici 5.

3.2 Kola polikubitnih sistema (polikubitna kola)

Kola polikubitnih sistema su kola koja djeluju na dva ili vise kubita. Naj-
poznatije kolo polikubitnih sistema je takozvano CNOT (controlled-not) kolo
(Slika 6). To je ujedno i univerzalno kolo QC-a, dakle kombinacijom ovih
kola je moguée simulirati bilo koje drugo polikubitno kolo. Jo$ jedno korisno
polikubitno kolo je SWAP kolo koje razmjenjuje stanja kubita. SWAP kolo
je sastavljeno od tri uzastopna CNOT kola (Slika 7) i lako se vrsi njegova
verifikacija:

la, by = |a,a®b) > laBa®ba®b) = |laBaPba®bdb) =1b,a)
Lista najpoznatijih polikubitnih kola je data na slici 8.
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Slika 6: Simbolni i matriéni zapis CNOT kola

Slika 7: SWAP kolo i njegov simbolni zapis

4 Kvantni algoritmi

Kvantni algoritmi se uveliko razlikuju od klasi¢nih algoritama. Na prvom
mjestu, ne mogu se interpretirati kao klasi¢ni algoritmi. Njihova interpre-
tacija se vrsi koriste¢i kvantna kola ili kvantnu Turingovu masinu. Zatim,
njihova verifikacija moze biti komplikovana, sto ¢emo vidjeti na sljede¢im
primjerima. No najprije da navedemo osobine (QC-a neophodne za razu-
mijevanje kvantnih algoritama, to su mjerenje i u ovom slucaju, kvantni
paralelizam.

4.1 Mjerenje

Mjerenje stanja kvantnog sistema je malo razocaravajuce. Naime, stanje
kvantnog sistema je nemoguce izmjeriti, tj. nemoguce je saznati parametre
a i f ustanju |¢) = «|0) + S|1). Medutim, pokusaj mjerenja kubita dovodi
do sljedece pojave, kubit prelazi u jedno od baznih stanja i u njemu ostaje do
kraja zivota. Npr. ukoliko pokusamo izmjeriti stanje [¢)) = «|0)+ 5|1), kubit
¢e predi ili u stanje |0) ili u stanje |1) i to vjerovatnoca da prede u stanje |0)
je |a]?, dok je vjerovatnoca da prede u |1) jednaka |3]?. Ovo naizgled djeluje
kao jedna obeshrabrujuca cCinjenica, ali ¢ak i sa ovim defektom, QC je vrlo
pogodan za izracunavanje. Na slici 9 su date notacije koje se koriste prilikom
mjerenja i prenosa informacije.



controlled-NoT

swap

controlled-Z

controlled-phase

Toffoli

Fredkin (controlled-swap)

1 T 1
===

[ =Rl
S=Coco oo =o

oSO
[=R=RC

e

Coooo=OoD OO -

Ml

0
0

0
0

cCoocoO—~So oS oo =

1
=
ococoo o=

[—N—N—N—N—N NN

cocooo—=o
cCocoo-o o
cCoco—=Cc oo

Slika 8: Najpoznatija polikubitna kola
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Slika 9: Mjerenje i prenos informacije



Uy [¥)
0) — v y&f(aH—

Slika 10: Kvantno kolo Uy koje za stanje |z)|y) na ulazu vraca |z)|y & f(x))
na izlazu

4.2 Kvantni paralelizam

Neka je data funkcija f : {0,1} — {0,1}. Sposobnost simultane evaluacije
funkcije f(z) za dva razlicita parametra se naziva kvantni paralelizam. Ovu
sposobnost posjeduje QC i ona radi na sljede¢i nacin. Najprije formiramo
kvanto kolo Uy koje primijenjeno na stanje |z)|y) daje stanje |z)|y & f(x)).
Ovakvom kvantnom kolu dovedemo na ulaz stanje (%) |0), kao na slici 10.
Tada ¢emo na izlazu kvantnog kola U; dobiti stanje

o)+ 1), _ 10N + s
V2 V2

0) + 1)
(TMO@f(

0 £0)) + DI
V2

Dakle u stanju na izlazu je smjestena vrijednost f(0) kao i f(1), time je
simultano evaluirana funkcija f za oba parametra.

4.3 Deutsch-Jozsa algoritam

Deutsch-Jozsa algoritam je algoritamsko rjesenje Deutsch-ovog problema.
[ako nema nikakvu primjenu u praksi, dobar je primjer prednosti QC-a spram
klasi¢nog izracunavnja. Deutsch-ov problem se sastoji u sljedecem:

Neka su Amela i Ulfrik prijatelji i Amela je u Sarajevu a Ulfrik u Wind-
helmu (Udaljenost Sarajevo-Windhelm je tu radi povecanja kompleksnosti
problema). Amela salje Ulfriku po jedan broj izmedu 0 i 2" — 1. Ulfrik po-
sjeduje jednu funkciju f koja prima jedan cjelobrojni parametar i koja je ili
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balansirana ili konstantna (balansirana je ukoliko za 2" razli¢itih parametara
vracéa tacno 2" ! nula i 27! jedinica, a konstanta ukoliko vraca nulu ili jedi-
nicu za svaki parametar). Nakon §to primi broj od Amele, Ulfrik proslijedi
taj broj kao parametar svojoj funkciji f i rezultat Salje nazad Ameli. Pos-
tavlja se pitanje, koliko najmanje brojeva mora Amela poslati Ulfriku da bi
saznala sa sigurnoscu kakvog je oblika funkcija f (balansirana ili konstantna).
Klasi¢ni deterministicki algoritam za rjesavanje ovog problema bi bio kom-
pleksnosti O(2"). Zaista, da bi Amela bila potpuno sigurna o kojoj funkeciji
se radi, mora poslati tacno 2"~! + 1 brojeva Ulfriku.

Kvantni algoritam za ovaj problem je puno brzi. Kompleksnost Deutsch-
Jozsa kvantnog algoritma za Deutsch-ov problem je O(1), cak sta vise po-
trebne su samo dvije iteracije, tj. dva slanja (jedno slanje od Amele ka Ulfriku
i drugo od Ulfrika ka Ameli) za rjeSenje ovog problema na kvantnom nivou.
Deutsch-Jozsa algoritam okvirno radi na sljedeci nacin:

Pretpostavimo da ¢e Ulfrik pristati da koristiti Uy kolo za evaluaciju svoje
funkcije f. Neka Amela ima registar od n kubita za smjestanje jednog od
brojeva 0 —2" —1 u binarnom obliku i jedan jednokubitni registar koji ¢e slati
Ulfriku da smjesti rezultat svoje funkcije u njega. Amela najprije pripremi
sve svoje kubite prebacujuéi ih u stanje superpozicije Hadamord-ovim kolom
(vidjeti sliku 5 za Hadamard-ovo kolo). Ovakve kubite Amela salje Ulfriku
i on koriste¢i Uy kolo smjesta rezultat u jednokubitni registar koji Salje na-
zad Ameli. Sada sve §to treba Amela da uradi jeste da ponovo primijeni
Hadamardovo kolo na svoj n-kubitni registar i koriste¢i prikladno mjerenje
jednokubitnog registra moze zakljuciti o kojoj funkciji f se radi. U nastavku
vrsimo detaljnu verifikaciju Deutsch-Jozsa algoritma:

Algoritam koji smo prethodno opisali je dat na slici 11. Notacija H®" je
drugaciji zapis za n uzastopnih Hadamardovih kola. Algoritam ¢emo ana-
lizirati analizirajué¢i redom stanja [¢;) |i = 0...3 na slici. Dakle, Amela
posjeduje n-kubitni registar popunjen kubitima baznih stanja |0) i jedan jed-
nokubitni registar sa kubitom stanja |1). Za stanje [¢)g) primijetimo da je

[t0) = 10)*"[1)
Nakon djelovanja Hadamardovih kola imamo stanje

(10) + [1)" 10) = 1) 3 |z) (I0> - |1>)

z€{0,1}"
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|0> 7& H®n | —z T H®n | —
Uy
1) — H—— v vof(z)

) ) ) )
|%0) 1) |12) |03)

Slika 11: Deutsch-Jozsa algoritam

Stanje [11) Amela Salje Ulfriku i on primjenivsi Uy kolo na njega dobija stanje

o) = (10) ;rg|1>)” <(|0>\;§|1)> o f (W)) _

2\ [ (1011 2
S (a0 e 2

ze{0,1}» ze{0,1}m

_ (=D)@a) | (10) = 1)
2 ) 5

z€{0,1}"

Posljednja jednakost vrijedi jer funkcija f vraca vrijednosti ili 0 ili 1, pa je
desna zagrada jednaka ili |0>\;§‘1> ili _|0\>/;|1> u zavisnosti od funkcije f.

Prije nego sto predemo na stanje [¢3), tj. nakon $to Amela primijeni Ha-
damardova kola na n-kubitni registar, posmatrajmo pojednostavljen slucaj.
Posmatrajmo slucaj kada primjenjujemo Hadamardovo kolo na neko bazno

stanje [£), dakle £ =0 V £ = 1. Imamo

[0)+[1) ¢
H|€> = { |0>\@|1) ¢
V2

I
— o

Ovo drugacije mozemo zapisati kao
1

1),
Hig =3 S0
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Analogno za n baznih stanja & imamo

(H®n) 1E)1&2) -+ |&n) = HH\SZ H Z

=1 z;=

gll

§z

1) _10)]0)---[0) + (=1)*)[0)[0) - -+ [1) 4 - + (= 1)k [1)]1) - -

S e o

- > (=== ) z) - |2n)
(21,22, ,2n)€{0,1}" 2n

Dobijeni rezultat mozemo krace napisati kao

_yee ),
g =

gdje je €§) = 1€, &, &) = [E)|&) &) A 12) = 21,2, 20) =
|21)|22) <+ + |2n), & (z]€) kanonski unutrasnji proizvod vektora |z) i |).

Upravo formula (%) je ta koja nam treba da bismo izrac¢unali stanje [i)3), jer

Amela treba da primijeni n Hadamardovih kola (H®™) na stanje ZJ}E{O 1 %

z

u |thg). Tj. treba da izracuna H®"|x). Koristivsi formulu () imamo da je

NGO
H®n|x>:Z( 1i/2_n| >

z

i odatle je

@@ Ly 0y

f(x)

(%).

Primijetimo sada da je koeficijent uz stanje |z) = |0, () ,0) Jednak Z
Ukoliko je f konstantna tada je () jednak ili Y == 111 > o 5y -

T 2"

[ -1 f(x)=1Vze{0,1}"
(*)_{ 1 f(z) =0Vz € {0,1}"

S obzirom da zbir kvadrata svih keoficijenata nekog kvantnog stanja mora
biti jednak 1, znaci da koeficijenti uz sve |z) | z € {0,1}™"\(0,0,...,0) moraju
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biti jednaki 0. Sto znaci da ukoliko se radi o konstantnoj funkciji, Amelin
n-kubitni registar ¢e na kraju sadrzavati vrijednost (0,0, ... ,0).

S druge strane, ukoliko se radi o balansiranoj funkciji f, tada je (x) = 0
(ima ta¢no & ¢lanova 5t i tatno 4 élanova s pa se oni pokrate).Sto znaci
da, ukoliko je f balansirana, Amela nikada neée modi izmjeriti stanje 0™ =
|0,0,...,0) na kraju, tj. na barem jednom mjestu se mora pojaviti jedinica.
Na osnovu ovih razmatranja zakljucujemo da ukoliko na kraju u Amelinom
n-kubitnom registru budu sve nule, radi se o kontantnoj funkciji f, dok se u

suprotnom radi o balansiranoj funkciji f.

4.4 Shor-ov algoritam

Shor-ov algoritam nalazi proste faktore nekog broja u polinomialnom vre-
menu. Necéemo vrsiti detaljnu interpretaciju ovog algoritma iz razloga sto
je prekomplikovana. Ono sto mozemo reéi jeste da je njegova kompleksnost
jednaka O((log(n))?), gdje je n cijeli broj ¢iji se prosti faktori traze, kao i
da broj kvantnih kola potrebnih za izvrsavanje algoritma raste povecavanjem
broja n brzinom (log(n))®. Ovaj algoritam predstavlja ozbiljan problem za
RSA kriptosistem koji je uveliko zastupljen u svijetu, iz tog razloga su se

poceli razvijati kriptosistemi sigurni i na kvantnom nivou.

5 Zanimljivosti i prednosti QC-a

5.1 No-Cloning teorem

Za razliku od klasicnog bita, kubit je nemoguce kopirati. Ova tvrdnja se
naziva No-cloning theorem i dokazuje se na sljede¢i nacin.

Pretpostavimo Zelimo da kopiramo stanje |¢) i da postoji odredena transfor-
macija(kvantno kolo) U koje izvrsava kopiranje. Neka U ima dva ulaza na
koja ¢emo dovesti redom kubite stanja |¢) i |s) (moze biti i samo jedan ulaz
stanja [phi)) i dva izlaza koja na kraju trebaju da daju redom stanja |¢) i
|¢). Tj. imamo

Ulols) = l9)l¢)

Analogno za stanje |¢) vrijedi

U(l¥)ls)) = [ 1)
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Uzimaju¢i unutrasnji proizvod posljednje dvije jednakosti dobijamo

(plv) = (plv)*
odakle slijedi da je (¢p|1)) = 0V (¢p|tp) = 1 tj. vektori |¢) i |¢) su ili jednaki ili

ortogonalni. Dakle ovakva transformacija U moze klonirati samo ortogonalna
stanja, dok je generalno kloniranje nemoguce.

5.2 EPR paradoks

U podpoglavljima 2.2 i 2.3 smo se upoznali sa preplitanjem i Bell-ovim sta-
njima. Kao s§to smo ve¢ rekli, mjerenje jednog od kubita u Bell-ovom stanju
direktno utice na stanje drugog kubita, pa cak i ako je udaljenost izmedu
ta dva kubita velika. Postavlja se pitanje, kako drugi kubit zna da je doslo
do mjerenja prvog kubita. Ovo pitanje je, ugrubo, EPR paradoks. Jedno
od objasnjenja je to da ova dva kubita komuniciraju ma gdje se nalazili,
medutim ovo objasnjenje se kosi sa specijalnom teorijom relativiteta koja
tvrdi da ne postoji brzina veca od brzine svjetlosti. Drugo objasnjenje ko-
risti ¢injenicu da se ni jedan kvantni sistem ne moze nalaziti u identi¢cnom
kvantnom stanju, te da svaki kvantni sistem posjeduje informaciju o svim
ostalim kvantnim stanjima u univerzumu, sto bi znacilo da svaki elektron
¢uva ogromnu koli¢inu informacije. Treée objasnjenje tvrdi da je Kvantna
Mehanika ¢udna i da stvari treba prihvatiti onakve kakve jesu bez pokusaja
razumijevanja istih klasicnim alatima logike.

5.3 Kvantna teleportacija

Kvantna teleportacija je problem razmjene stanja kubita, tac¢nije, problem
slanja stanja kubita sa jednog mjesta na drugo. Zasto se onda ne zove kvantni
prenos? Zato Sto se ne radi o klasicnom prenosu kubita, nego kubit nestaje
na jednom mjestu, a rekonstruise se na drugom (detaljnije u nastavku). Po-
smatrajmo sljede¢i problem, Amela i Ulfrik su nekada generisali EPR par
i razisli se tako da je svako uzeo po jedan kubit iz EPR para, sada Amela
zeli da posalje neko drugo stanje |¢)) Ulfriku. Algoritam slanja se sastoji u
sljede¢em, Amela najprije vrsi interakciju (vidje¢emo kakvu) kubita stanja
|1} sa kubitom iz EPR para, zatim mjeri ova dva kubita te rezultate Salje
Ulfriku. Zanimljivo je to da Ulfrik na osnovu ovih rezultata i svog kubita iz
EPR para moze rekonstruisati stanje |¢). Algoritam koji izvrsava navedeno
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Slika 12: Kvantna teleportacija

je dat na slici 12 i kao i kod Deutch-Jozsa algoritma, ovaj algoritam ¢emo
analizirati analizirajuéi redom stanja [¢;) sa slike. Dakle, [¢0) = «|0)+ (|1) je
stanje koje zelimo teleportirati, a |5yo) je stanje EPR para kojeg su generisali
Amela i Ulfrik. Primijetimo odmah da je

a|0) (100) +[11)) + 5[1) (|00) + [11))
V2

Nakon primjene CNOT kola na stanje [¢) i Amelin kubit iz EPR para stanja
|400) dobijamo stanje

WO) = |w>\500> =

a|0) (|00) + |11)) + B|1) ([10) + [01))
V2

Amela zatim 8alje stanje |¢)) kroz Hadamardovo kolo i dobijamo stanje

a (|0) + 1)) ([00) + [11)) + 5 (10) — [1)) (]10) +101))

|th) =

Wz) = 9 =
_« (/000) + |011) + [100) + |111)) + B (]010) + |001) — |110) — |101)) _
2
_ 100 (|0) + B]1)) +101) (1) + 8]0)) + [10) (]0) — B[1)) + [11) ([1) — 5[0))
2

Iz posljednjeg stanja zaklju¢ujemo da od mjerenja Amelinih kubita zavisi
stanje Ulfrikovog kubita. Pa tako imamo

aloy £ 8]1) M =0A My=0
) all)+p510) My=0AM=1
V) =90 alo)—Bl1) My =1A My =0
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Dalje, Ulfriku su potrebni rezultati Amelinog mjerenja da bi rekonstruisao
stanje [¢). (Upravo ovaj razlog, tj. potreba da se prenesu dva klasi¢na bita
klasi¢nim prenosom, sprijecava prenos informacije brze od brzine svjetlosti.)
Primijetimo dalje da ukoliko Amela izmjeri stanja kao M; = 0 A My = 0
tada Ulfrik ne mora nista da radi, jer ve¢ ima stanje [¢)), zatim, ako je
M, =0 AN M, =1, tada ulfrik treba negirati svoje stanje da bi dobio stanje
|psi), tj. primijeniti X kolo na svoje stanje, dalje, ako je M; =1 A My =0,
tada Ulfrik treba promijeniti predznak koeficijenta /3, tj. primijeniti kolo Z na
njega (forma X i Z kola data na slici 5) i na kraju ukoliko je M7 = 1 A My = 1,
Ulfrik treba primijeniti i X i Z kolo na svoje stanje i rekontruisati ¢e stanje
|Y) = al0) + B|1). Upravo ovo je i uradeno na slici 12, kola X i Z imaju
redom kontrolne bite M; i My, dakle kolo ¢e biti pusteno u rad ako i samo
ako je njegov kontrolni bit jednak 1. Dakle na kraju Ulfrik posjeduje stanje
).

Medutim, postavlja se pitanje, zar mi upravo nismo klonirali stanje [¢) i time
narusili No-Cloning teorem? Nismo. Nakon sto Amela izmjeri svoje kubite,
ona zauvijek gubi stanje |¢), tako da nikada nemamo situaciju da u nekom
trenutku imamo dva identi¢na stanja |¢).

5.4 Kvantna Turingova MasSina

Kvantna Turingova MasSina, analogno klasicnoj Turingovoj Masini,se koristi
za ispitivanje moci izracunljivosti kvantnih racunara, jer svaki izracunljivi
kvantni algoritam je izracunljiv i na kvantnoj Turingovoj masini. Treba
pomenuti jos i to da se radi i na implementaciji kvantnih algoritama u klasi¢ne
modele izracunljivosti, ali jos uvijek nije oborena Church-Turingova teza.

5.5 Kvantni algoritam pretrazivanja

Kvantni algoritam pretrazivanja ili Groover-ov algoritam je kvantni algoritam
koji pretrazuje nesortirani niz i njegova komleksnost je O(y/n), za razliku
od klasi¢nog cija je kompleksnost O(n). Groover-ov algoritam ¢emo samo
navesti (Slika 13) i ne¢emo analizirati. Njegovu analizu ostavljamo Citaocu
za korisnu vjezbu.
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Slika 13: Groover-ov algoritam

6 Zakljucak

Vidjeli smo da je, iako jo§ u razvoju, kvantno izracunavanje veoma mocno.
Mozemo zakljuciti da smo dobili jednu veoma zanimljivu i so¢nu oblast za
istrazivanje. Nazalost, kao i sve druge nauke, razvoj QC-a ne ide brzo i to
najvise zbog otezane manipulacije kvantnim sistema. Vrlo je tesko odrzati
dugo na zivotu neki izolovani kvantni sistem kojim manipuliSemo. Iz ovog
razloga brzina razvoja QC-a je nepredvidljiva. Tako da mozemo ocekivati
prvi kvantni racunar nakon nekoliko godina, desetlje¢a ili ¢ak stoljeca. U
svakom slucaju, pred fizicarima, matematicarima i inzinjerima stoji jedna
lijepa i veoma interesantna nauka koja ima veliki kapacitet da bude jedna od
onih nauka koje mijenjaju svijet.
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