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Capitulo 1
1.E4

Encuentre la funcién de distribucion acumulada y la funcion de densidad de
la variable aleatoria definida en el ejercicio E3. Z = X + Y

Solucion
= Sib > 2entonces {w, z(w) < b} =Q
= Sib < 2entonces {w, z(w) < b} = ¢

= Sibe|0,2] entonces el conjunto {z < b} el rectangulo en [0, X] * [0,Y] de
area XY.

Funcién de Distribucion:

0 si x<0
Xz ;
= si xe[0,1]
F(x) = 2
) 1— (2_2x)2 si xel1,2]
1 si x>2
Funcién de Densidad

si x<0
dF(x X si xel0,1
)~ @) _  xel0,1]
d(x) 2—x si xell,2]

0 si x>2

2.E5

Considere el juego de tres dados de los ejemplos 2 y 4 y la variable aleatoria
discreta X= X7 + X» + X3. Calcular p1g = P(X =18) y ps = P(X = 6).

Solucion



= Para obtener X = 18, los valores de X; + Xp + X3 = 6 de esta forma
w = {6,6,6}, por lo tanto.

P(X =18) = P({w}) = (¢

= Para obtener X = 6, hay 10 formas diferentes:

P(X = 6) = P({wy,wy, ..w10})

w=1{(1,41),(2,31),(3,2,1),(41,1),(1,3,2),(2,2,2),(3,1,2),(2,1,3),(1,2,3),(1,1,4)}
Por lo tanto:

P(X = 6) = £l2 P({w;}) = 10+ (1) = (2
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3.E6

Probabilidad condicional e independencia de eventos:

Solucion

= P(A|B) = P(P‘?g)B ) Condicional

= P(ANB)=P(A)P(B) Independencia

Considere la siguiente tabla. ;Que casos son independientes?

| Casos [ P(A) | P(B) [ P(AUB) | P(A)P(B) | P(ANB) [ Independencia |

Casol | 0.1 0.9 0.91 0.09 0.09 SI
Caso2 | 04 0.6 0.76 0.24 0.24 SI
Caso3 | 05 0.3 0.73 0.15 0.07 NO

En el caso 1y 2 los eventos A y B son independientes.

4.E7

Sea {Aj, ..., Ay}, una familia de eventos independientes. Demostrar que { A1, Aj..., Ay }es
también una familia de eventos independientes.

Solucion
= Se debe comprobar que:
P(A; N Ay N Az) =P(A1)P(A2)P(As)
Pero,

P(A1NA;NA3) = P(AyNAs)— P(A1N AN A3)



Desde,
AINAYNA3= AyNAs3— A;NANA;3
Por lo tanto,

P(AiNA;NA3) = P(A2)P(A3)— P(A1)P(A2)P(A3)

= (1= P(A1))P(A2)P(A3) =P(A1)P(A2)P(A3)

5.E10

Sean C y D dos eventos tales que P(C N D) > 0, verificar que para algin evento
A.

Solucion
Pc(A|D)=P(A|CND)

donde: P(A | C,D) = P(A| CND)

Pc(AND) P(AND|C) _

P~-(A| D) = -

c(A1D) = =575 P C)
P(ANDNC)
~P0C ~ _ P(ANDNC)
P(DNC) — P(DNC)

P(C)

6.E12

Para detectar una enfermedad en las venas, los doctores aplican una prueba en
la cual si el paciente sufre de la enfermedad da un resultado positivo el 99 % de
los casos, sin embargo puede suceder que un sujeto sano obtenga un resultado
positivo el 2% de los casos. Datos estadisticos muestran que un paciente de
1000 tiene la enfermedad. ;Cudl es la probabilidad de que un paciente tenga
un resultado positivo en la prueba de las venas?

Solucién
P(Positivo | Enfermo) = 0,99

P(Positivo | Sano) = 0,02
P(Enfermo) = 1/1000

P(Positi E P(E
P(Enfermo | Positivo) — (Positivo | Enfermo)P(En fermo)

P(Positivo | Enfermo) = P(Enfermo) + P(Positivo | Sano) * P(Sano)



0,99 % 0,001
(0,99 % 0,001) + (0,02 * 0,999)

= 0,047

La probabilidad de que un paciente tenga un resultado positivo es de 0.5

7.E13

Un profesor viaja de los Angeles a Paris con paradas en New York y Londres.
En cada parada su equipaje es trasferidos de un avion a otro, en cada aero-
puerto incluido en los Angeles lo mas probable es que con probabilidad P su
equipaje no se coloque a la derecha. El profesor descubre que su maleta no ha
llegado a Paris. ;Cuales son las posibilidades de que el percance tuviera lugar
en los Angeles, New York y Londres respectivamente?

Solucion

Se tienen 3 variables aleatorias:
= X;= Perder la maleta en Los Angeles
= X,=Perder la maleta en New York
» X3= Perder la maleta en Londres

Por lo tanto el evento de perder la maleta (PM), es la suma de los tres sucesos
disjuntos y su probabilidad es:

P(PM) = P(Xy = 1)+ P(X; = 0)P(X, = 1) + P(X; = 0)P(X, = 0)P(X3 = 1)

=p+(1—pp+Q1-p)Pp

=1-(1-p)°

8.E15

Dos numeros son seleccionados independientemente en el intervalo [0,1] de
forma aleatoria. Le dicen que el mds pequefio es menor que 1/3. ;Cuél es la
probabilidad de que el mas grande sea mayor que 3/4 ?

Solucion

inf(X,Y)ﬁ% P(sup2%|inf§%)
P(sup > 3Ninf < 3) _
Piinf <3)

~
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9.E17

Hay n puntos en una circunferencia, dos son seleccionados aleatoriamente.
¢(Cual el es la probabilidad de que sean vecinos?.

Solucion

» Las posibles formas de organizar n puntos en una circunferencia es (n —
1. (Permutaciones circulares)

= Si el punto ajse une al punto ay, las posibles formas de sentarlos juntos
se obtienen considerando que ellos dos conforman un punto, en tal caso
no hay n puntos sino (n — 1) y sus posibles formas de sentarlos jusntos
son (n — 2)!, intercambiando derecha e izquierda son 2(n — 1)!

Por lo tanto:

(1=2)l 2% (n—2)(n—3)(n —4).u]
n—-1)!  (m-1)n-2)(n-3)..,1

P(sentados — Juntos) =

n—1

10.E18

Una urna contiene N bolas numeradas de 1 a N. Se extraen n bolas (1 < n< N)
simultaneamente. ;Cual es la probabilidad de que el méas pequefio ndmero ex-
traido sea k(k < N —n)?

Solucion

= Se extraen sin reemplazo.
= Se pueden extraer n de las N bolas sin reemplazo de (')formas.
= De las cuales exactamente (anlK ) uno de los n es el més pequeno.

Por lo tanto la probabilidad es:



Capitulo 2
1. E1

Una secuencia de variables aleatorias (X,,n > 1) tal que todas son indepen-
dientesy P(X, = 1) = py P(X, = 0) = 1 — p. Cuédl es la funcién de distribu-
cion X = (Xq, Xy, ..., X)) con X € E = {0,1}".

Solucion

Como,

1 X i
p=pr =p" six;=1
P(X;j=x;) =
(1 xl) {(1_p):(1_p)1:(]—p)lxi six;j=0

Ademas por la independencia de las variables aleatorias,

P(X = X) = P(X1 = Xl)P(XZ = X2)...P(Xn = xn)

=pi(1—p)p2(1—p)t 2 pr(1—p)t
— pZ;Ll %i(1 — p)"—ﬂll X

2. E2.

(Distribucién Geométrica). Sea (X,;,n > 1) una secuencia de variables aleato-
rias independientes tales que P(X, = 1) = py P(X, = 0) = 1 — p. Considere
ahora la variable aleatoria T que corresponde al primer momento en la suce-
sién de n para el cual X;; = 1. Si nn no existe, T = co. La sucesién de las X, son
independientes, y Mostrar que P(T = k) = pg*~1), para k > 1. Pruebe que
P(T =00) =001deacuerdoconp >00p =0.

Solucion

La variable T puede ser entendida como el nimero de ensayos necesario para
obtener el primer éxito, de tal manera que si en el primer ensayo no se tiene
X, = 1la probabilidad de ocurrencia asociada es (1 — p) = g, asi mismo, si en
el segundo ensayo se el resultado, entonces X, = 0 con probabilidad g. Esto se
repetird hasta que ocurra Xy = 1 con probabilidad p, el momento anterior al
éxito tendra probabilidad p. Por independencia,

P(T=k)=P(X;=0,X2=0,..., Xp_1, X = 1) cqp=pg!

i
qk—l

Ahora, como P(T =1) 4+ P(T =2) +...+ P(T = o0) = 1, entonces

[e9) (o]

P(T=c0)=1-Y P(T=K)=1-Y_ p(1—p)<!
k=1 k=1

conlo que P(T = o0) =1sip =0.



Finalmente, si p = 1, entonces,

Y p(1—p)? :PZq’H:Pqu:% =21
=1 k=1 k=0 a p

Z qk = ! es la serie geométrica de 4.

k=0 1—9

Conlo que, P(T = o) =0

3. E3.

Muestre que la distribucién geométrica no tiene memoria, es decir, para todo
ny > 1,

P(T > nyg+K|T > ng) = P(T > k) conk > 1.

Solucion

>
P(T > ng+K|T > ng) = P(T > k) = P(T>ng+ KT >n)

P(T > 7’10)

Como, P(T =k) = qufl entonces,

P(T>k)=pgd" '+ pg" + pg" L+ ..
=p M+ g+ +4+ .+

=pf Y g
k=0

Asi,

P(T >ng+K T >ng) grothl
P(T > no) g

=g 1 =P(T>k).

4. E4.

(Distribucién Multinomial) Se tienen k cajas en las que se colocan n bolas de
la siguiente manera: Las bolas se lanzan en las cajas de forma independien-

te y la probabilidad de que una bola dada caida en la caja i es p;, con 0 <
k
p<1ly 2 pi = 1. Sea X; el nimero de bolas halladas en la caja i al final
k=0



del procedimiento. X = (X3, Xp, ..., Xx) consiste en todas las k — uplas de en-
teros (my,my, ..., my,) que satisfacen que my + my, ... + m, = n. Muestre que

n. my_m m
P(Xi=mq,..,Xp =my) = —————p"1p2 p,k
(X1 1 k K) ml!mg!...mk'pl P27 P

Solucion
En la caja 1 la bola 1 cae con probabilidad p; y la bola 2 con probabilidad p; y

asi sucesivamente las m; bolas que se hallan en la caja, por independencia la
probabilidad de que un arreglo de m; bolas caiga en la caja 1 es p|'!, pero todos

. ~ . n
los posibles arreglos tamafio m; entre las n bolas existentes son <m > .
1

De las n — mj bolas que quedaron, todos los posibles arreglos de tamafio m;

para la caja 2, se obtienen de (n ;m1> formas con probabilidad py?.
2

Para el caso de la caja 3, solo quedan n — m; — my bolas, y los posibles arreglos

—my —myp

de tamafio mj3 se obtienen de <n ) formas con probabilidad p3°.

ms
Al finalizar el procedimiento, solo quedarian my bolas y los posibles arreglos

de tamafio my es (Zk) formas con probabilidad p;™*.
k

Finalmente, por independencia,

n n—m m
P(Xy =my, ..., Xp = my) = (ml)pTl < s 1> p?z(mi) Pk

n! m
14,112 M
ml!mz!...mk! P1 P2 Pr

5. E5.
Muestre que si X ~ P(A) entonces E(X) = Ay E(X?) = A + A2

Solucion

Si X ~ P(A) entonces,

e~k
P(X=K ={ 7 Stk==0
0 €.0.C
Luego,
00 e—/\/\k o0 )\k 00 )\(k—l) © Ay
E(X) = k =e¢ "t A = )e — = Ae
)= Lk LM Lan M L

Por otro lado,



) e*/\)tk e*/\)&k e*/\)\k
E(X*) =Y K +k —k

= k! k! k!

) e*/\)‘k [eS) e*/\)tk
= Zk(k—l)T—i- ZkT

k=0 : k=0 :

2 ) w (k-2) 2 A\

Py ]

=A2+A

6. E10.

Usando los resultados del ejercicio 5, muestre que la varianza de una variable
aleatoria Poisson de pardmetro A es A.
Solucion

Del ejercicio 5 se tiene que E(X) = Ay que E(X?) = A% + A. Como V(X) =
E(X?) — E2(X), entonces para una variable aleatoria Poisson de pardmetro A,
V(X)=A2+A-(A)?2=A

7. E6.
Sea X ~ P(A) y S una funcién en C, muestre que E(S¥) = e*5~1),
Solucion
x, Gke=A\K R P = Y L W Y e
E(Sx>:]§0 I kzo Ko ,;0 g =et

8. E12.

Muestre que la media y la varianza de una variable aleatoria geométrica de
pardametro p > 0son 1/py q/p? respectivamente.

Solucion
Del ejercicio 2 — E2, se tiene que P(T = k) = pg*~V), para k = 1,2,...,n. En

donde T puede interpretarse como el niimero de ensayos realizados antes del
primer éxito. Asi,

[ee] _ o _ [e0] d
E(T)= Y kpq'=p) ki ' =p} —-[d]
k=0 k=0 k=0 41

d . .
En donde, — corresponde a la primera derivara respecto a g¥, ademds como

dq

k=0 k=0 —q



Entonces,

> d k d & k d 1 p p 1
E(T) = — = p— = p— = = —" = —
M=r L gl =g ;[q] Pagi—g) " =2 " p
En relacién a la varianza, como V(T) = E(T?) — E(T) se calcula el E(T?):
E(TZ) _ Z kzqu—l + Z kqufl _ Z kqufl
k=0 k=0 k=0

= Y k(K=1)pg "+ 3 kp*!
k=0 k=0

Se extrae una ¢q para que el término de la sumatoria corresponda exactamente a
la expresion de la segunda derivada de g¥, adicionalmente, la tltima expresién

1
es E(T) = » que se acab6 de demostrar. Luego,

© 4 1
E(T?) = — "1+ =
(T%) rqug,)dqz[q] ;
d L1
quqZkZ +3
d 1 1 29+
— p ] 29+p
q Pop
Finalmente,
_2q+p 1 _qt+ptg-1_1+9-1 ¢
[
9. E19.

Sea X una variable aleatoria discreta que se distribuye de acuerdo a una Bino-
mial de tamafio n y pardmetro p. Muestre que la funcién generatriz de X es

g(8) = (ps+q)"

Solucion
Por definicién, la funcién generadora es ¢(S) = E(S*) para (SeC,|s| < 1).
Luego, para X ~ Bin(n, p) se tiene:

n:

n! £ !
8(8) = 2 Sk KK g k;) m(sf’)kqn “=(ps+q)"
La serie corresponde al teorema del binomio.

10



10. E23.

Calcule la media y la varianza de una variable aleatoria Poisson usando la fun-
cién generadora.

Solucion

El teorema de Abel establece que E(X) = ¢'(1) y que V(X) = ¢"(1) + ¢'(1) —
¢'(1)?. Donde ¢’(1) y ¢”(1), corresponden a la primera y segunda derivada de
la funcién generadora, evaluada en S = 1 respectivamente.

Como se mostré en el ejercicio 7 — E6, g(S) = E(S¥) = 51
teorema de Abel, se tiene:

. Aplicando el

Luego,

Y porlotanto, E(X) = Ay V(X) = A2+ A — (A)2 = A.

Capitulo 3
1.E1

Sea X ~ R(u,0?). Demostrar que f(X) es una funcién de densidad.
Solucion

Dado que X ~ R(y,0?). Entonces para —co < X < oo,

Se cumple:

1). f(x) > 0 se tiene de la definicién misma de la funcién.

XK

2). Para demostrar que el drea de la funcién es igual a la unidad, sea z = —

dx
por lo que dz = -

11



S 1o (g
lmf(x)dx:ﬁlme 20 =1

es equivalente a calcular:

1 o] ,lzz 2 o0 ,122 2
72 / e 2 :72 / e 2 :72 I 1)
V2 Jo V27 Jo V2

Para resolver I se utiliza el teorema de cambio de variables reales a coordena-
das polares y el teorema de Fubini para producto de intergrales:

o Lo 1,
12:/ e_Zy / e_2x
Jo Jo

.o, 9
o0 © _—(x +
:/ / e 2( Y )dxdy
0 0
Donde, x = rcosf y y = rsenf. Asi,
1, 1, 1.2, o
[ o R o _—x ) oo _—(x _|_
Izz/eZy/BZ —//62( y>dxdy
0 0 o Jo

Por el teorema de Pitadgoras x* + y*> = r>. Ademds,
dx = cos 0dr — rsen 6d0 dy = sen 8d6 + r cos 646

La derivada de la funcién multivariante, dada por el Jacobiano corresponde a la
hipotenusa r. asi mismo, el &ngulo 6 toma valores entre 0 y 71/2 y la hipotenusa
en los reales positivos, Luego:

L2, 2
0o poo __ + /2 oo 2
12:/ / e 2(x Y )dxdy:/ / re” 2 dodr
0o Jo 0 0

"7T/2 0 2 "7T/2 2
:/ dG/ re_Tdr:/ dfe” 7|,
0 0 0

T
—g|7/2 =
=1
s T
Sil?= 5 entonces [ = /5 = —%”

Con lo que finalmente, reemplazando I en la ecuacién (1) queda demostrado
que es una funcién de densidad.

12



2.E2
Muestre que si X ~ N(0,1) y ¢ > 0 entonces yo + uX ~ N(u,0?)

Solucion

[

c e 2

y
<y =p(x<E

Py <y =Pt <=1

ZTH

Haciendo cambio de variable, X = ,dx = [%Z, Luego.

(z—p)?

1 y F
Pr<y)= \/2?0/me2 7

3.E3

Probar que la funcién de densidad Gamma es una funcién de densidad
Solucion

Se dice que X ~ Gamma(a, B) si:
14
{ p X lemPY six >0

I'(a)

0 en otro caso

Se cumple:

1). f(x) > 0 se tiene de la definicién misma de la funcién.
2). El 4rea de la funcién es igual a la unidad:

e — OOIBIX n— —pXx — ﬁa 000(7 —pXx _
/_oof(x)—/o Wx 1eﬁdx—r(a)/o e Py =

Siu = Bx entonces du = Bdx, por lo tanto x = % ydx = isu, reemplazando los

términos en la integral se tiene:

kX =

'Ba oouoc—l ,udu _ 'th ) w1l —u
tw b g = Ty W

13



Notese que fooo u*le~*dy = T'(a) Por lo tanto:

® I(a)
/—oof(x) - F(O{) =1

4.E4
Muestre que si X ~ Gamma(w, B) entonces E(X) = % y o2 = %
Solucion

_ :le /Oo a—1,—pBx _137“/.00 x ,—pBx _
E(X)_F(D() A xx* e dx—r(a) A e Prdx =1

Utilizando nuevamente sustitucién u = Bx se tiene que:

—

(

o

R
~—

__ B g, o Tetl)
b g TG T

—
—
=

Por su parte 02 = E(X?) — E?(X), entonces:

E(XZ) .Ba)/ x2xtx 1 ﬁxdxl_‘/?:i)/oooanrleﬂxdx
+2)  ala+1)(a)  ala+1)
) =

Tp> P

I'(a
I'(a
T T(a

ala+1) o «
Luego, 02 = 7 — ? = ?

5.E5

Calcule la media y la varianza de
a.X ~ Ula,b

b. X ~¢e(A)

c. X~ N(0,1)

Solucion

a.X ~Ula,b]

14



Como V(X) = E(X?) — E2(X) entonces V (X) = 3b(3b__a;) _ ¢ —i;a)“ _Le Izb)z‘

b. X ~¢(A)

Usando la relacién entre la funcién Gamma y la Exponencial: si « = 1 enton-
ces Gamma(1, B) = ¢(pB). Luego como se demostré anteriormente, Gamma(w, )

tiene media E(X) = % y varianza V(X) = % Entonces: Si X ~ ¢(A) E(X) = %
. 1
y varianza V(X) = 2

c. X ~ N(0,1)

o0 1 o 1.2 1
1.EX:/ X xdx:—/ xe2 Vdx = ——e "%, = 0.
(X) ﬁwa e ) T

o0 1 o -1,2 -1 1 ® 12
2.E(X? :/ x? xdx:—/ xzeT"dx:—f”foo—i-i/ ez dx=0+1=1.
o —o° /) V27T J—eo V2 V2 J-eo

6.E6

Calcular la funcién caracteristica de X, tal que X ~ €(A) y de una variable X
que sigue una distribucién normal con media cero y varianza 1.

Solucion
Como ¢(X) = E(e™*), entonces para:

1. X ~¢g(A)

. o o0 . A 4 A
X) = E(e%¥) = / Ux ) ,=A gy — / —(A—iu)x 3, —(A—iu)xjoo _
o(X) (e") ; e Ae”Mdx ; Ae dx p— lo T

15



2.X ~ N(0,1)

qo(X) = E(Eiux> —_ iuxe*#dx _ L /00 g*%(x272iux)dx

1 o
e e
V2 /700 V2T J—o0
1 e 7l(x272iux+u27u2)
= e 2 dx
V27T /4>o
e—u2/2 )

—u
e—%(x—iu)2 _ e _ 6—112/2

= Var e Ner:

El resultado se da porque la funcién en la integral corresponde exactamente a
una funcién de densidad una variable y ~ N(iu, 1)

7.E7

Calcular la funcién caracteristica de X, tal que X ~ y(«, B)

Solucion

_ iuxy _ B -1 —Bx jiux 3. _ B a1 —(B—iu)x
p(X) =E(e )71"(&)/0 x* e Pre dxfr(“)/o x* e dx

Conz = (B —iu)x,dz = (B — iu)dx Luego reemplazando resulta que:

B BT (a) i

P = ) oo e oz (B ) T@) (B )

8.E12

Sea 6 una variable uniformente distribuida en [0, 277]. Muestre que X = Senf y
Y = Cos6 son no correlacionadas

Solucion

Por definicién la covarianza entre dos variables aleatorias, corresponde al valor
esperado del producto de variables y el productos de cada uno de los valores
esperados, asi: Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Al ser theta uniforme entre 0
y 27T entonces:

1 27
E(X) = 27 Jo Senbdd = 0

Y

16



1 27
E(Y) = E/o Cos6d6 = 0

Por su parte,

E(xy) = = [ a0 = = [ Leooodn = L1 [ senood
= —_— = —_— —_ 2 = —_—— 2 = (.
(XY) = /O SendCosd6 = - /O SSen20d0 = /0 Sen20d6 = 0

Por lo tanto, X, Y son no correlacionadas.

9.E17

Calcule E(X") si X ~ ¢(A), usando la funcién caracteristica.
Solucion

El n-ésimo momento de una variable aleatoria se puede obtener a partir de
n-ésima derivada de la funcién caracteristica evaluada en u = 0. Como se

mostré en el ejercicio 6.E6 de este capitulo, ¢(X) = F— cuando X ~ €(A),
entonces:

"¢
0"u

N o\ -1
Notese ademads que ¢(X) = Ai\iu = (A m) = (1 - m)

(= E(X")i"

Luego,
10. La desigualdad de Chebychev

XXXX.

Solucion
XXXX

Capitulo 5
1. E1

Demuestre que we{Ayi.o0.}siy s6lo si existe un numero infinito de enteron n
tales que weA,,.

Solucion

Se tiene que,

weNy>1 UerzAk < weUgsy Ap

17



Para todo,
n>len>1

Existe, j > 1

del ta manera que wA, 4.

2. Teorema 3

Teorema (Borel-Cantelli, Parte Inversa). Si los eventos A, (n > 1) son indepen-
dientes.

) P(A;) =00 = p(Ayio) =1
n>1

Prueba de la ecuacion anterior:
Solucion

Dado que los A, son independientes, para todon > 1,
p <ﬂ Ai) =[1P(Ap) =]~ P(Ay)]
k>n k>n k>n

Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que 0 < P(A;) < 1 para todo
n>1.

Por un resultado estédndar concerniente a productos infinitos, [ T;>,[1 — P(Ax)] =
0 es equivalente a } >, P(Ay) = 0.

Por tanto, para todon > 1, P (N>, Af) = 0, 0 equivalentemente P(Uy>, Ag) =
1 (por leyes de Morgan, ya que P(Mi>,Af) = P ((Ur>,Ax)¢) esigual a0,

luego, P(Ug>pAx) = 1 — (Ug,Af)S) =1-0=1)

Pero, por la continuidad secuencial de probabilidad,

P(Anz'.o.):P(ﬂ UAk> zliTm¢P<U Ak> =1

n>1k>n k>n

3. Ejemplo 1

Sea (Xn,n > 1)y (Yu,n > 1) son dos secuencias independientes de variables
aleatorias, cada inicio iid. Supongamos que (X; > Y7) > 0. los eventos:

An = {Xn > Yn}

Son independientes con
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y por lo tanto

Asi
P(X, > Yyio0.) =1

4. E2

Sea (X, n > 1) una secuencia de variables aleatorias independientes que toma
valores entre 0 0 1. Sea p, = P(X, = 1). Demuestre que X,, — 0 si y s6lo si
anl Pn < 00.

Solucion

Entonces se sabe que: X;, son variables aleatorias independiente, de esta forma
la primera parte se tiene por el lema de Borel - Cantelli:

P(Xy = 1li.o) = 03 ) <1 P(xy = 1) < o0
Se tiene ahora: N = (X, = 1i.0)

por lo tanto:

P(N) =0 (X pn < )

luegow ¢ N, pero X, # 1

por lo tanto:

Xy =0

5.E3

Aplicar la desigualdad de Markov para obtener el resultado mencionado.
Solucion

Se plantea que:
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Donde

_ 4 1
E[(Sn ”p) ] :% Y. E[(Xi—p)(Xj—p)(Xx = p)(X; = p)]

n ijJol=1

De la suma anterior permanece:E[(x; — p)*] y E[(X; — p)*(Xj — p)?]
Existen n términos de tipo E[(X; — p)*] y E[(X; — p)*] = « -finito.

Por otro lado, existen 3n(n — 1) términos de tipo E[(X; — p)*(X; — p)?] (i # j),
y se tiene E [(X; — p)?(X; — p)?| = B finito.

Por lo tanto:

n n4

. [(s —npﬂ _ @) +3n(n—1)(p)

En lo anterior se define una serie convergente

3n%B -3 3
anx—i—nﬁ ,Bgng

I i
n>1 n

de esta forma, si la serie es finita, entonces

anlpﬁ%”—l”l >e] <oo

6. E4

Sea (X;,n > 1) una secuencia de variables aleatorias, y sea X otra variable
aleatoria. Demostrar que si P(| X, — X| > ¢,) < d,para algunas secuencias no
negativas(e,, n > 1)y (dy,n > 1)

de tal manera que: lim,;1o €4 =0y } ;>1 0y < 00, donde X, — X.

Solucién

De acuerdo con la parte directa de lema de Borel ~ Cantelli,

P(|Xn—X| Z8ni.0. :O

por lo tanto, dejando

N ={|X, — X| > eyi.0.},
tenemos P(N) = 0y si weN, | X, (w) — X(w)| < &

para todo n mayor que un entero finito N(w), lo que implica

Xp(w) = X(w)

desde lime, = 0.

20



7. E13

Sea F una FDA sobre R con media 0 y varianza 1 (por ejemplo, [ xdF(x) =
0y [% x*dF(x) = 1). La siguiente suposicién se hace sobre F: Si X; y X»
son dos variables aleatorias independientes con la misma FDA F, entonces
(X1+X2)/ /2 también admite F como FDA. Demuestre (usando el teorema
central del limite) que F(x) = (1/v2m) [, eV /2y

Solucion

Si (Xy,n > 1)y (Yn,n > 1) son dos secuencias de variables aleatorias con la
misma funcién de distribucién acumulada (FDA) F, y (X, Yn,n > 1) es una
familia de variables aleatorias independientes. Se define entonces para cada
n>1

X1‘|‘"‘+X2n*1+Y1+""|‘Y2n71

Zy = oD

De esta forma por induccién,

P<X1+---+X2n1+Y1+---+Y2n1 §x>
‘/271

Y el teorema del limite central:

Xl + o4 XZ"’] + Yl + -4+ anfl < X> 1 * e*yZ/zdy
V21 -

lim P <

ntoo

Entonces,

F(x e*yz/zdy

)= [
N V27T /—oo
8. Ex

Definicién

Solucion

9. Ex
Definicion
Solucion
10. Ex
Definicién

Solucion
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