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Resumen: Uno de los fenómenos que se observa en las redes neuronales es el

de sincronización que ocurre cuando las neuronas ajustan su ritmo y su frecuencia

entre śı. Cĺınicamente este fenómeno está relacionado con enfermedades neurológi-

cas como la epilepsia y el párkinson. Por medio de un modelo neuronal basado en

un mapa caótico propuesto por Chialvo, se recrea el fenómeno de sincronización

neuronal en redes plásticas. Se determina la posibilidad de mantener la red de neu-

ronas desincronizada, con la aplicación de perturbaciones externas a los elementos

de la red siguiendo cuatro estrategias de selección espacial y temporal. Para todas

las estrategias se construye el diagrama de fases en el espacio de los parámetros de

control.
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Caṕıtulo 1

Introduccion

La sincronización es un fenómeno que puede estar presente en la dinámica de

sistemas compuestos por elementos osciladores. Este fenómeno tiene un papel im-

portante en distintos campos de las ciencias, como lo son la Bioloǵıa[66], Ecoloǵıa

[9], Climatoloǵıa[55], Tecnoloǵıa[29], llegando incluso hasta las Artes[5]. Se han rea-

lizado experimentos donde se observa sincronización en comunicación[25], el trabajo

en conjunto de personas[51], en donde la interacción de los individuos se manifes-

taba por medio de una conversación, el entonar una canción o simplemente imitar

ritmos y sonidos, también donde no estaba presente ningún tipo de instrucción dada

a los individuos con anterioridad[69, 70], sino que espontáneamente se manifestaba

distintos tipo de sincrońıa entre los individuos.

Entre los esfuerzos cient́ıficos por entender el fenómeno de la sincronización, exis-

ten varios trabajos que han sido de vital importancia. Comenzando en 1665 con el

trabajo del matemático y f́ısico C. Huygens, inventor del reloj de péndulo, quien

descubrió una “extraña conexión” que exist́ıa entre dos péndulos colgados uno al

lado del otro[20]; los péndulos se mov́ıan exactamente con la misma frecuencia y

teńıan un retardo de fase de 180 grados; además, cuando estos eran sometidos a una

perturbación, el estado de retardo fase de 180 grados se restauraba en aproximada-

mente media hora y aśı, continuaba la oscilación de los péndulos indefinidamente.

Huygens dedujo, que tal fenómeno ocurŕıa debido a la interacción entre los dos relo-

jes de péndulo mediante movimientos imperceptibles que se transmit́ıan a través del

soporte común del cual estaban suspendidos los relojes. Es a partir de ese momento
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que los cient́ıficos pusieron su atención en el estudio de este fenómeno.

El obituario de Arthur T. Winfree, resume lo que se considera como el comienzo

del estudio moderno del fenómeno de sincronización en una población de individuos

que interactúan entre śı:

“Wiener [71] postuló el siguiente problema en su libro Cybernetics ¿Cómo es posible

que miles de neuronas, luciérnagas o grillos, pueden repentinamente activarse,

parpadear o cantar al mismo tiempo sin la existencia de algún ĺıder o señal alguna

del ambiente que las rodea? Sin embargo Wiener no hizo grandes avances

matemáticos en ello, realmente nadie más lo hizo hasta el trabajo de Winfree”.[61]

Ahora bien, Winfree construye la primera modelización matemática de la sincro-

nización. Winfree observó un comportamiento cooperativo en una gran población de

osciladores biológicos con ciclo ĺımite[72] y frecuencias intŕınsecas distribuidas alrede-

dor de un valor promedio. Descubrió que, cuando la distribución de las frecuencias de

los osciladores era grande y el acoplamiento débil, los osciladores actuaban incoheren-

temente; cada uno manteniéndose cerca de su propia frecuencia natural siendo cada

una diferente. Contrariamente, ocurŕıa un fenómeno de sincronización espontáneo

cuando a dicha población de osciladores se le iba reduciendo la varianza de frecuen-

cias y aumentando el acoplamiento[73]. Por tanto, podemos decir que, el fenómeno de

sincronización ocurre cuando un grupo de osciladores autónomos ajustan sus ritmos

volviéndose cada vez más similares debido a la presencia de una interacción entre

ellos[49].

Este comportamiento descrito por Winfree, llamo la atención de Yoshiki Ku-

ramoto quien comenzó á estudiar este fenómeno en 1975[41],mediante un modelo

conocido como el Modelo de Kuramoto. En su trabajo Kuramoto asumió que los os-

ciladores que formaban estos sistemas eran prácticamente idénticos y estaban débil-

mente acoplados entre śı. Este modelo ha sido usado para describir el fenómeno de

sincronización, en grandes grupos de osciladores acoplados[62], y se han encontrado

aplicaciones en el área de la neurociencia[11, 14, 19]. Más tarde, en 1990 Louis Pecora

y Thomas Carrol[48] aplicaron estas ideas a un grupo de circuitos caóticos haciendo

que los osciladores se sincronicen en una órbita caótica común a todos ellos.

El cerebro humano, compuesto fundamentalmente por neuronas, puede represen-

tarse como un sistema formado por osciladores autónomos y posiblemente caóticos,
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en donde la interacción de una cantidad multitudinaria de estos elementos sucede

mediante señales eléctricas y sustancias qúımicas como neurotransmisores. Se ha

comprobado que en el cerebro puede ocurrir parcialmente el fenómeno de sincroni-

zación, el cual se muestra como un elemento central en la unificación de la actividad

cerebral y en la emergencia de nuestra conciencia[13, 59]. También parece ser funda-

mental en el desarrollo del pensamiento, atención, memoria, acciones motoras y en la

capacidad de percibir est́ımulos externos e internos de forma balanceada y unificada.

La disfunción de estos mecanismos podŕıa dar cuenta de las alteraciones y patoloǵıas

como la epilepsia, la esquizofrenia y el párkinson.

1.1. Antecedentes

La sincronización caótica es un fenómeno que puede estar presente en el com-

portamiento de algunos sistemas dinámicos. Su estudio ha impactado diversas áreas

como la bioloǵıa, las comunicaciones[75] y el control de sistemas dinámicos[74].

Se ha estudiado la sincronización caótica de manera experimental en sistemas de

comunicación formados por lasers caóticos [64] y la comunicación por fibra óptica

usando un análisis del dominio espectral [6]. También se realizaron trabajos donde se

manifiestan otros tipos de sincronización caótica: la sincronización completa[27, 45],

generalizada [54, 76], con retardo[63] y de fase imperfecta [52]. También se han hecho

estudios en donde se lograron aplicaciones experimentales en las áreas de la óptica

no lineal y la dinámica de fluidos[10].

Por otra parte, se han hecho estudios de sincronización caótica en redes, donde se

expone, que dicho fenómeno requiere la presencia de una relación funcional diferente

a la identidad entre los elementos que componen la red, la cual es establecida entre

el subsistema de forzamiento y el subsistema de respuesta [1, 32, 46]. Otra de las

caracteŕısticas que ha sido analizada, son las condiciones mı́nimas necesarias que

se requieren para la aparición del fenómeno de sincronización caótica en sistemas

formados por mapas caóticos acoplados, que es observada en una gran variedad

de sistemas complejos [18, 42], Por ejemplo: una red aleatoria dirigida, donde se ha

encontrado que el factor de acoplamiento requerido para que la sincronización ocurra

se manifiesta débil, cuando la fracción de conexiones dirigidas se aumenta[23].
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En cuanto al campo de sistemas complejos; como lo representa el cerebro hu-

mano, se han propuesto varios modelos que buscan imitar la capacidad que tienen

los sistemas complejos de cambiar y aprender de la experiencia. Entre ellos tenemos,

la teoŕıa Hebbiana, que se encuentra fundamentada en el mecanismo de hacer que

la red de neuronas respondan con un procedimiento de cambio o adaptaciones ante

lo que se denomina un ”proceso de aprendizaje”[28]; otro modelo corresponde a la

propuesta de una variación de los pesos con respecto al tiempo de las conexiones

entre los elementos[33]; un tercer modelo registra un proceso de sinapsis o inter-

acción entre los elementos que se consideraban más ”fuertes” y poder propiciar su

propagación[17], y por último, pero no menos importante, un modelo que presenta

la interacción que hay en los mapas acoplados de una red, éste consiste en exclusiva-

mente en dos acciones: conexión y desconexión, la cual depende de una comparación,

que se hace entre los estados de los elementos que componen la red[30].

Por otra parte, se han realizado investigaciones del fenómeno de sincronización

en redes formadas por modelos activos de neuronas, como el propuesto por Chial-

vo [16] o el propuesto por Rulkov[53], Este último realizó un análisis cuyo resumen

expone un modelo por el cual imitaba el proceso de sincronización que se encuentra

en las neuronas biológicas reales. También se estudió el efecto que tiene la varia-

ción de la fuerza de acoplamiento, en una red formada por mapas acoplados,que

siguen el modelo propuesto por Chialvo. Se advirtió, que en presencia de un aumen-

to exponencial de la fuerza de acoplamiento, con respecto a sus acoples aleatorios,

ocurŕıa el fenómeno de sincronización. [34] Usando nuevamente el modelo de Chialvo

se examinó, el fenómeno de sincronización en una red de mapas acoplados, donde se

establecieron sub-poblaciones de tamaños distintos y dinámicas intŕınsecas propias.

Por tanto, se pudo observar la influencia que teńıa uno de los grupos en el otro,

provocando desincronización o sincronización entre ellos. [35].

1.2. Planteamiento del Problema

En los sistemas dinámicos sobre redes complejas se pueden dar diversos fenómenos

entre ellos la sincronización. En particular la sincronización en las redes neuronales

puede ocurrir en muchos niveles diferentes, desde un par de neuronas ubicadas a corta
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distancia, hasta grandes grupos neuronales localizados en diferentes hemisferios. A

pesar de los diferentes niveles en los que las neuronas se conectan para lograr una

sincronización estable, primero es necesario que establezcan un patrón de actividad

oscilatoria, que ha demostrado ser una propiedad intŕınseca de grupos neuronales[13].

Por otra parte, la sincrońıa neuronal no sólo es importante para unir funcional-

mente a grupos de neuronas separadas entre śı, sino también es esencial para poder

realizar una comunicación efectiva a través de todo el cerebro, convirtiéndose enton-

ces, en parte crucial de los procesos de aprendizaje[57], verbales[7], cognitivos [67],

sensoriales y para el mando de control de los sistemas que necesitan marchar en el

organismo, tales como los sistemas: respiratorio[56], circulatorio y endocrino[12]. Sin

embargo también se ha comprobado que la hiper-sincrońıa cerebral se encuentra ı́nti-

mamente relacionada con los comportamientos inusuales, patoloǵıas o enfermedades

de origen neurológico, tales como: las alucinaciones visuales y auditivas acompañadas

con ideas delirantes de convencimiento y certeza, cuyo cuadro sintomático se relacio-

na con esquizofrenia paranoide [3, 24]. También se relaciona con las fases mańıacas

y depresivas propias de los trastornos bipolares[2], ataques de pánico[4], crisis de

pérdida de personalidad o desorientación e impulsos suicidas[22] y ataques convulsi-

vos propios de la epilepsia [65]. Es por esto que algunos experimentos han centrado

su atención en el significado de los procesos de desincronización. Estos peŕıodos de

actividad des-coordinada permitiŕıan pasar de un estado cognitivo a otro y se piensa

que seŕıan un mecanismo importante para el funcionamiento cerebral[68].

Siguiendo en este orden de ideas, este trabajo tiene como finalidad presentar un

estudio en el campo de los sistemas complejos de redes neuronales en dónde busca

establecer criterios para controlar comportamiento ”sincronizado/desincronizado”,

mediante la aplicación de perturbaciones externas, aplicadas a modelos de redes

neuronales, donde nos lleva inevitablemente a plantear la siguiente interrogante, ¿Es

factible el uso de perturbaciones externas para evitar el comportamiento propio de

la sincronización generado en las redes neuronales del cerebro?.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Estudiar el fenómeno de sincronización en sistemas de osciladores caóticos

excitables sometidos a perturbaciones

1.3.2. Objetivos Espećıficos

1. Analizar algunos modelos de neuronas basados en mapas caóticos.

2. Investigar el fenómeno de sincronización.

3. Examinar algunos mecanismos para la dinámica de los pesos de las sinapsis

entre las neuronas.

4. Implementar una red de mapas acoplados.

5. Someter a la red de mapas acoplados a perturbaciones de diferentes intensida-

des y frecuencia siguiendo diversas estrategias, para construir los diagramas de

fases del sistema.

1.4. Justificación

La aplicación del fenómeno de sincronización en las ciencias sociales y la eco-

nomı́a, ha llevado a descubrir comportamientos interesantes, algunos ejemplos son:

la capacidad de formar consensos, bajo un mismo criterio o perspectiva, permitien-

do el desarrollo de una opinión unánime en un contexto social donde interactúan

cualquier cantidad de personas (elementos). Vale destacar que son pocas las formu-

laciones claras de la existencia de este fenómeno, mas sin embargo, no por ello dejan

de ser significativamente importantes para abrir las puertas a futuras investigaciones

en este tema.

Por otra parte, en la ingenieŕıa y la computación, el estudio del fenómeno de

sincronización representa suma importancia en el campo de la computación paralela y

distribuida, mineŕıa de datos, comunicaciones inalámbricas, loǵıstica descentralizada,
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redes de distribución eléctrica etc. Dado que estos sistemas cada vez son más y

más grandes, también su complejidad aumenta, por lo tanto se proponen con más

interés y frecuencia, técnicas de simulación y agrupamiento basadas en el fenómeno

de sincronización.

El fenómeno de sincronización también se encuentra presente en el campo de la

bioloǵıa desde escala molecular [21] hasta las grandes poblaciones en los casos de

redes genéticas, ritmos circadianos [47],y particularmente en el estudio de las redes

neuronales del cerebro, ya que está presente y se cree que éste tiene un rol crucial en

los procesos cognitivos, como lo son el proceso de aprendizaje [58], la memoria[39],

la capacidad musical[15] ,etc.

Ahora bien, esta sincronización presente en las redes neuronales del cerebro, tam-

bién se encuentra ligada enfermedades de origen cerebral como la epilepsia ,esqui-

zofrenia y el śındrome de párkinson. Tomando en cuenta esa relación es evidente

que el estudio de este fenómeno es de utilidad. Para ayudar a determinar como el

cerebro podŕıa mantener niveles equilibrados de4 sincronización, ó para contribuir al

análisis de datos de las actividades patológicas del cerebro, por ejemplo en predecir

la presencia de enfermedades antes de que sean muy graves o crónicas, de modo que

se pueda diseñar métodos adecuados para el tratamiento a partir de un diagnóstico

oportuno.

Por lo anteriormente expuesto, el presente trabajo de grado pretende estudiar

el fenómeno de sincronización en las redes neuronales, usando un modelo activo de

neuronas y de esta manera determinar una criterio de control adecuado en donde

se pueda evitar que el sistema, entre en un estado de sincronización, el cual ha de

considerarse no deseable. Los ataques de epilepsia caracterizan uno de esos compor-

tamientos no deseables producto de la sincronización, por tanto mantener dicha red

neuronal en un estado de desincronización habrá de resultar en un posible plantea-

miento teórico, donde la implementación de un dispositivo cuyo funcionamiento sea

similar al de un marcapasos cerebral sea factible y viable.
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1.5. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa del presente trabajo de grado consiste en una revisión bibliográfi-

ca sobre la teoŕıa de redes plásticas, el modelo neuronal de Chialvo y de diversas

investigaciones acerca del fenómeno de sincronización de estos modelos con el fin

de identificar ecuaciones y parámetros necesarios para la simulación de estas redes,

mediante el uso de un computador. Para esto se hacen recopilaciones de diversos

textos y art́ıculos cuyo contenido sea abundante en fundamento teórico para el tema

de investigación que representa el trabajo en cuestión.

Luego se procedió a realizar la simulación de las distintas redes neuronales, varian-

do sus parámetros de acoplamiento y la dinámica de interacción de las neuronas (Si-

napsis), determinando cuando éstas presentan sincronización de manera espontánea

y cuando no.

En base a estos resultados se procedió a aplicar perturbaciones externas de distin-

ta frecuencia e intensidad para determinar las condiciones necesarias para mantener

la red en un estado de desincronización, formando los distintos diagramas de fases.

1.6. Alcance

El proyecto que se plantea en la siguiente investigación tiene las siguientes li-

mitaciones. Por una parte se debe tomar en cuenta que los modelos matemáticos

planteados no modelan el comportamiento completo de una neurona biológica y

tampoco la completa interacción o sinapsis que ocurre entre ellas sin embargo, este

es suficiente para el estudio teórico del presente proyecto.

En cuanto a la delimitación se refiere el modelo matemático de neuronal de Chial-

vo, pueden reproducir de manera general algunos de los comportamientos de las neu-

ronas naturales como los disparos de la ráfaga de picos , y con la correcta selección de

los parámetros del modelo cada neurona de manera aislada presenta un ciclo-limite

lo cual es necesario para que se presente el fenómeno de sincronización en un grupo

de ellas, teniendo aśı la capacidad para reproducir el comportamiento colectivo de

un gran numero de neuronas por el medio del uso de redes complejas, lo cual logra

describir el comportamiento obtenido de manera experimental en grupos de neuronas

reales.
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Se debe tomar en cuenta que el presente proyecto no pretende el planteamiento

de un criterio de control definitivo para el diseño y la aplicación de este de manera

experimental debido a que no se posee una red de neuronas in vitro, para la debida

prueba de este. Por el contrario, pretende expandir la posibilidad de un estudio más

exhaustivo y experimental con mayor documentación teórica.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

Según Mendez (2011), el marco teórico corresponde a la descripción de los ele-

mentos teóricos que han de fundamentar los procesos de conocimiento que edifican

dicha investigación. En primer lugar para ubicar el tema objeto de análisis dentro

de documentación y teoŕıas ya existentes, de manera que se logre precisar en que

ĺınea de pensamiento ésta se inscribe y determinar en que medida representa algo

nuevo o complementario. En segundo lugar, consiste en una descripción detallada de

cada concepto, teoŕıa o elemento que serán directamente utilizadas en el desarrollo

del respectivo trabajo de grado.

2.1. Sistemas dinámicos

Una forma de estudiar sistemas f́ısicos, es creando modelos mediante el uso de un

conjunto de reglas y ecuaciones con el fin de describir la dependencia con el tiempo

de la posición de un punto con respecto a su espacio de fases. Los sistemas dinámi-

cos pueden ser; lineales y no-lineales. También la evolución temporal de un sistema

dinámico puede representase de una manera continua, mediante ecuaciones diferen-

ciales, o de manera discreta, mediante ecuaciones en diferencias, más comúnmente

llamadas mapas.

A un sistema se le llama lineal porque presenta un conjunto de propiedades que

lo hace simple y predecible, estas propiedades son: la homogeneidad, que se refiere a

que un cambio de amplitud en la señal de entrada produce un cambio proporcional
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en la salida; y el principio de superposición que dice que la suma de dos salidas del

sistema, generadas por dos señales de entrada, es igual a la salida generada por la

suma de las dos señales de entrada[44].

En cambio es sabido que la no linealidad es la responsable de comportamientos

complejos, impredecibles o caóticos. En los sistemas no lineales un cambio de la

condición inicial, lleva a un cambio en la evolución del sistema que no es proporcional

al cambio que se hizo en el tiempo inicial[38]. Se diferencian de los sistemas lineales

que cumplen con el principio de superposición y por esto pueden ser divididos y

estudiados por partes para luego combinar las soluciones obtenidas y aśı tener una

solución completa,, para los sistemas no lineales esto no se cumple por lo que ellos

deben ser tratados y estudiados con toda su complejidad.

2.1.1. Teoŕıa del caos

La teoŕıa del caos estudia los sistemas dinámicos deterministas que presentan un

comportamiento sensible a las condiciones iniciales[31]; es decir, que conocida la tra-

yectoria del sistema una perturbación infinitesimal de las condiciones iniciales, hace

que la evolución del sistema sea totalmente distinta, y en consecuencia se vuelve im-

posible obtener una predicción de un estado en un tiempo futuro lejano del sistema.

El término “Caos” se usa generalmente para hablar de desorden, sin embargo Edward

Lorenz como : “Cuando el presente determina el futuro, pero el presente aproximado

no determina una aproximación del futuro”. [43] Para que exista una dinámica caóti-

ca, el sistema debe tener las siguientes propiedades: Debe existir un comportamiento

oscilatorio; la dinámica debe ser no lineal, determinista y generalmente disipativa; el

sistema debe ser sensible a una pequeña variación en las condiciones iniciales.

Bajo estas condiciones existe la posibilidad de que sistema de osciladores caóti-

cos espontáneamente se encuentren siguiendo un patrón bien definido u ordenado

conocido como sincronización[48].

2.2. Modelo neuronal de chialvo

Entre los distintos modelos que existen para representar la dinámica neuronal, se

tiene un mapa bidimensional presentado por Chialvo[16] que modela la dinámica de
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una neurona aislada.

Un mapa esta definido como un sistema dinámico discreto de la forma:

xt+1 = f(xt) , (2.1)

donde xt+1 representa el estado del sistema, en el instante de tiempo t y f(x), es la

función que define la evolución del sistema. Hay que mencionar que una represen-

tación discreta del sistema generalmente, facilita el estudio de fenómenos mediante

simulación numéricas sin perder generalidad.

Las neuronas de manera general tienen las siguientes propiedades:

Cuando no existe una perturbación externa, el sistema tiene un punto de equi-

librio, llamado estado de reposo, que es un atractor.

El espacio de estados, se divide en dos regiones, una donde luego de una pe-

queña perturbación el sistema vuelve rápidamente al equilibrio y la otra, donde

una perturbación mayor lleva al sistema a un potencial de acción antes de vol-

ver al punto de equilibrio.

Durante el periodo posterior al momento en que se alcanza el potencial de ac-

ción el sistema puede que no responda de la misma manera a las perturbaciones

externas.

Bajo ciertas condiciones el sistema puede exhibir oscilaciones, y éstas en algu-

nos casos pueden ser caóticas.

Un modelo que posea las propiedades mencionadas debe tener por lo mı́nimo dos

variables de estado[60], el modelo de Chialvo que cumple con todas ellas viene dado

por:

xt+1 = f(xt, yt) = y2
t e

yt−yt + k

yt+1 = g(xt, yt) = ayt − bxt + c
, (2.2)

donde la variable de estado x es llamada de activación y la variable y es llamada

de recuperación. Este modelo tiene cuatro parámetros los cuales le permiten adop-

tar diversos comportamientos cualitativos: el parámetro k representa una entrada

constante o también puede representar una perturbación aditiva que depende del
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tiempo. El parámetro a es la constante de recuperación, el parámetro b corresponde

a la dependencia de activación del proceso de recuperación, y el parámetro c; es valor

de offset. Un estudio anaĺıtico completo del comportamiento de este modelo va fuera

del objetivo de esta investigación, sin embargo a continuación se presentan algunos

de los comportamientos que puede adoptar el modelo propuesto por Chialvo. Para

ver las trayectorias en el plano de fases del sistema se define la primera diferencia de

la siguiente manera:

∆x = xt+1 − xt
∆y = yt+1 − yt

, (2.3)

entonces la curva que representa los valores de y, que satisfacen ∆x = 0 es:

x2ey−x + k = x , (2.4)

despejando y de la ec. 2.4 tenemos:

y = ln(x− k)− 2ln(x) + x , (2.5)

la curva que representa los valores de x, que satisfacen ∆y = 0 es:

ay − bx+ c = y , (2.6)

despejando x de la ec. 2.6 tenemos:

x = (ay + c− y)/b (2.7)

En la figura 2.1a, se tienen las nullclines para el modelo de Chialvo que vienen dadas

por las ecs. 2.4 y 2.4 para los parámetros, a = 0.89, b = 0.6, c = 0.28, k = 0.02,

en la intersección de ambas curvas se encuentra el punto de equilibrio del sistema.

Se dice que el sistema tiene una recuperación normal de la excitabilidad, si ante

una perturbación en las condiciones iniciales del sistema se ubican a las variables

de estado en el lado derecho del nullcline de x como se ve en la figura 2.1c, ocurre

en el sistema un potencial de acción, antes de regresar a el punto de equilibrio este

comportamiento es una respuesta t́ıpica en los sistema del tipo reposo-excitable.

Por otro lado si la perturbación ubica a las variables de estado en el lado izquierdo
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del nullcline de x, el sistema regresa rápidamente a su estado de reposo lo cual

se observa en la figura 2.1b. Es evidente que una respuesta donde se observe un
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Figura 2.1: En (a) se tienen representados lo nullclines del modelo de Chialvo para
a = 0.89, b = 0.6, c = 0.28, k = 0.02,junto con una respuesta ante una perturbación
a la izquierda del nullcline de x en (b) y a la derecha en (c)

potencial de acción o no, depende de la magnitud de la perturbación. En el caso de

una recuperación normal, luego de la perturbación, la trayectoria de las variables de

estado se acerca de manera monótona al punto de equilibrio. Sin embargo se debe

hacer la distinción en el caso de una recuperación supernormal de la excitabilidad,

la cual corresponde a una aproximación oscilatoria hasta el punto de equilibrio. En

el modelo de Chialvo este comportamiento se puede observar para k > 0,02. Por
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ejemplo la figura 2.2 muestra la evolución del sistema para k = 0.29 que corresponde

a que el punto de equilibrio es ahora un foco, como se ve en la figura 2.2b en donde

las trayectorias del sistema se acercan al punto de equilibrio en espiral, en la figura

2.2a se tiene la evolución temporal de la variable de estado x ante la aplicación

de una perturbación de magnitud ε = 0,015, en las iteraciones t = 2, 40, 60 y 80.

Aunque todas debieran tener una respuesta sin potencial de acción , se ve que para

el caso de la iteración en t = 60 ocurre un potencial de acción. Esto se debe a que

esta perturbación fue aplicada cuando ocurre una pequeña oscilación en la variable

estado x.
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Figura 2.2: En (a), se puede observar que para la iteración t = 60, ocurre el potencial
de acción. Y en (b) se ve que esto ocurre, debido a que la iteración t = 60 se
movió para posicionarse por encima del umbral, aunque se le haya aplicado una
perturbación de la misma intensidad.

Para un incremento aun mayor del parámetro k, por ejemplo k = 0.03, coexisten

dos comportamientos en el espacio de fases, un foco estable y un ciclo ĺımite. Que

las trayectorias converjan a alguno de los dos atractores depende de las condiciones

iniciales. En la figura 2.3, se puede ver que debido a que estos dos comportamientos

coexisten, es posible un cambio entre estas dos soluciones, se aplica una perturbación

sacando a las variables de estado del dominio de atracción del ciclo ĺımite y llevándo-

las al dominio de atracción del foco, fenómeno que es llamado “Aniquiliacion”, y se

ha visto en varios experimentos: En los axones de un calamar gigante, los modelos

de lo nervios y células cardiacas [8, 40]. Por ultimo cambiando el parámetro de de-
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pendencia de activación de la variable de recuperación a b = 0.18, las oscilaciones

vistas en la figura 2.3 se convierten en ráfagas de disparos aperiódicas, como se ve

en la figura 2.4. Este comportamiento ha sido estudiado en las redes neuronales, y

se ha relacionado con el cambio de entre distintas actividades cognitivas[50].

2.3. Sincronización

La sincronización es un fenómeno colectivo que se presenta cuando un grupo de

osciladores que interactúan de alguna manera entre ellos, presentan un ajuste de sus

ritmos de oscilación[49].

Un oscilador un sistema que posee una fuente de enerǵıa interna, la cual se trans-

forma en un movimiento oscilatorio. Mientras éste permanezca aislado, mantiene un

ritmo constante hasta que su fuente de enerǵıa interna expira, en la izquierda de la

figura 2.5 se observa la evolución temporal de un comportamiento de este tipo y a la

derecha un movimiento oscilatorio en el cual la fuente de enerǵıa interna del sistema

nunca expira. La forma de las oscilaciones depende únicamente de los parámetros

intŕınsecos del sistema y no de la manera en que éste fue puesto en marcha. Por otra

parte, las oscilaciones al ser sometidas a alguna perturbación con el transcurso del

tiempo regresan a su forma original.

Figura 2.5: A la izquierda un ejemplo de oscilaciones en las cuales su fuente de enerǵıa
interna expira y a la derecha con una fuente de enerǵıa interna infinita

Los ritmos que poseen los osciladores pueden tener distintas formas, se pueden

representar desde una simple onda sinusoidal, hasta una secuencia de disparos con-

tinuos. La cuantificación de éste depende de su forma, por ejemplo, en el caso de la

onda sinusoidal se puede medir a través de un peŕıodo o una frecuencia.
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Se dice que hay un ajuste de ritmos entre un grupo de osciladores ocurre cuando

estos presentan la misma frecuencia de oscilación. Śı esto ocurre o no, depende de dos

factores: el primero es la fuerza del acoplamiento; la cual representa qué tan fuertes

son las interacciones de los elementos, es decir, determinar qué tanta influencia puede

desarrollar un elemento sobre otro; el segundo factor tiene que ver con la capacidad

de medir qué tan diferentes son las frecuencias de oscilación que presentan al estar

aislados.

2.4. Redes

Una red es un conjunto de objetos conectados. Normalmente se refiere a los ob-

jetos como nodos o vértices, y se representan generalmente como puntos. Y a las

conexiones entre los nodos usualmente se le dicen arcos, estos pueden ser, simples y

estar representados mediante una linea; pueden ser dirigidos y estar representados

mediante una flecha que indica la dirección de la conexión y para ambos caso estos

pueden tener una ponderación que representa la fuerza de la relación que tiene los

elementos de la red. Las redes se ven representadas de manera matemática median-

te el uso de grafos. Las redes pueden representar distintos tipos de sistemas , por

ejemplo, la red de Internet, en donde las computadoras seŕıan los nodos y los arcos

serian la conexión f́ısica o inalámbrica entre ellos.

Figura 2.6: Grafo que representa una red de 7 nodos con sus respectivos arcos

Una manera de representar los arcos que conectan los nodos de una red, es por

medio de una matriz de adyacencia W que es cuadrada y donde cada uno de sus

campos Wij representa la fuerza de la interacción del nodo i sobre el nodo j. Para
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la red representada por la figura 2.6, la matriz de adyacencia es:

W =



1 2 3 4 5 6 7

1 0 3 6 0 0 0 0

2 3 0 0 1 0 0 0

3 6 2 0 4 2 0 0

4 0 1 4 0 6 0 0

5 0 0 2 0 0 2 2

6 0 0 0 0 2 0 3

7 0 0 0 0 2 3 0


(2.8)

2.5. Redes de mapas acoplados

Las redes neuronales son sistemas complejos, es decir, sistemas compuestos de

múltiples elementos no lineales que interactúan entre si. Para estudiar estos sistemas

dinámicos no lineales, se puede construir un modelo rico y complejo mediante el

acoplamiento de un gran numero de sistemas dinámicos de orden bajo. Además,

estos pueden simplificarse aun mas considerándolos discretos en tiempo y espacio.

Las Redes de mapas acoplados ( RMA ) o Coupled Map Lattices ( CML ) están

constituidas por un conjunto de elementos, los cuales poseen un espectro continuo

que evoluciona según un mapa, y viene escrita de manera general de la siguiente

forma:

xit+1 = f(xit) + g(V i
t ) , (2.9)

donde, xit es la variable de estado del nodo o celda i en tiempo discreto t, i = 1, ..., N

es el ı́ndice que identifica cada uno de los N elementos de la red, f(xit); es una

función que representa la dinámica local del nodo y el término g(V i
t ), es una función

que determina la influencia o la interacción que tiene sobre el elemento i-esimo el

conjunto de sus vecinos V i
t .

Uno de los criterios usados para determinar si los elementos de la red de mapas

acoplados se encuentran sincronizados consiste en medir si los elementos de la red

exhiben órbitas iguales mientras el tiempo transcurre, esto es:

|xit − xit| < ε∀i, j, t→∞ , (2.10)
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donde ε es un valor positivo arbitrariamente pequeño, esta definición es válida para

órbitas caóticas y periódicas.

2.6. Plasticidad del sistema nervioso

El término plasticidad corresponde a la capacidad que tiene algún objeto de

cambiar de forma y conservarla durante un peŕıodo de tiempo determinado: en cuanto

al campo de estudio de este trabajo, se habla de la Neuroplasticidad; que es la

propiedad que emerge de la naturaleza y funcionamiento de las neuronas cuando éstas

establecen una comunicación o sinápsis. Esta dinámica deja una huella al tiempo que

modifica la eficacia de la transferencia de la información entre las neuronas, es decir,

sus patrones de conexión sináptico cambian modificando las rutas de interconexión.

Este fenómeno está relacionado con la memoria y los procesos de aprendizaje.

Una teoŕıa que explora como ocurre la neuroplasticidad es la teoŕıa hebbiana que

establece que el valor de una conexión sináptica se incrementa si las neuronas de

ambos lados de dicha sinápsis se activan repetidas veces de forma simultánea, de for-

ma tal que en un futuro no dependerán únicamente de su propia estimulación, sino

también, de la activación de las neuronas vecinas con la sinápsis incrementada. De

esta manera forman una red Hebbiana, para que la plasticidad neuronal sea posible

también debe existir el fenómeno inverso, es decir, que si una conexión en una red

Hebbiana no se usa, debe ir perdiendo sus componentes hasta desaparecer, es decir

que las neuronas se vayan desconectando unas de otras. Es importante destacar, que

esta teoŕıa sólo corresponde a una representación de una simplificación del siste-

ma nervioso, por tanto no debe tomarse literalmente. Sin embargo este proceso de

plasticidad es el que hace al sistema nervioso tan excepcional proporcionándole, su

maleabilidad y capacidad de cambio. Esta teoŕıa es comúnmente usada para explicar

algunos tipos de aprendizaje asociativos, en donde la activación simultanea de las

neuronas conduce a un pronunciado aumento de la fuerza sináptica. Este aprendizaje

se conoce como aprendizaje de Hebb[26].

En los nodos de la red Hebbiana están las neuronas que son células del sistema

nervioso. El cerebro humano contiene mas de 50 billones de neuronas. Del cuerpo de

cada neurona se desprenden el axón y las dendritas que son elementos fundamentales

19



en la transmisión nerviosa. El axón es una fibra nerviosa única que surge del cuerpo

neuronal y transmite información desde el cuerpo de la neurona hasta su extremo

donde se producen las neurotransmisiones que provocan las sinápsis que van a las

dendritas de las neuronas vecinas.

La comunicación de ordenes y mensajes entre las neuronas y las estructuras neu-

ronales como también los órganos del cuerpo, se le denomina neurotransmisión, y

sólo puede llevarse acabo a través de los neurotransmisores. Los neurotransmisores

son sustancias neuro qúımicas, que actúan como mensajeros, siendo liberada por las

terminales del axón neuronal en el espacio sinpático. Ellos se unen a los puntos de re-

cepción de las neuronas receptoras acomplándoce a las dendritas del receptor, lo cual

permite que los iones penetren en la neurona receptora excitándola o inhibiéndola

La sinapsis es el fenómeno de interacción o comunicación entre dos neuronas

que ocurre en una zona determinada (Espacio sináptico). Su actividad explica todas

las acciones del cerebro, desde las más sencillas; como ordenarle a los músculos

su contracción, hasta las tareas más complejas, como las que originan y controlan

nuestras emociones.

En el siguiente cápitulo se muestra como están representados matemáticamente

todos los elementos anteriormente expuestos, como también su respectiva estructura

e implementación de los modelos que analiza este trabajo de grado.
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Figura 2.3: En las figuras (a) y (b), se tiene la evolución temporal de las variables de
estado x y y respectivamente, y en (c) el espacio de estados juntos con los nullclines,
con la aplicación de una perturbación ε = 0.02 en la iteración t = 580, se puede ver
la aniquilación del comportamiento oscilatorio
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Figura 2.4: En las figuras (a) y (b), se tiene la evolución temporal de las variables de
estado x y y respectivamente, y en (c) el espacio de estados juntos con las nullclines,
se observa la presencia de un atractor extraño alrededor de la intersección de las
nullclines del sistema

22



Caṕıtulo 3

Diseño e implementación del

modelo

Para el estudio numérico de un sistema complejo, y en particular de una red

neuronal, es esencial hacer una simplificación de la misma construyendo un modelo

compuesto por elementos con dinámica local capaces de interactuar entre śı. Para

hacer esto es importante tener un modelo matemático simple con una dinámica que

exhiba las propiedades más importantes de cada elemento del sistema, en nuestro

caso la neurona; un número pequeño de parámetros que tengan un sentido f́ısico;

y que el fenómeno que se quiere estudiar emerja en dicho modelo. Esta manera de

proceder corresponde al modelado constructivista propuesto por Ito y Kaneko[37].

Este trabajo de grado continua la investigación de Kaneko[36], donde se propone

una manera eficiente de estudiar estos sistemas dinámicos mediante redes de mapas

acoplados (RMA); según Kaneko los pasos para modelar un sistema dinámico usando

RMA son dos. En primer lugar hay que describir las unidades como dinámicas simples

y paralelas, es decir, el estado de cada unidad está determinado por un mapa, en

donde intervienen todas las unidades con las que interactúa. El segundo paso consiste

en resolver la dinámica de la red, iterando cada uno de los mapas que la conforman.

En la red neuronal del cerebro se encuentra presente la sincronización, fenómeno

muy importante en diversas funciones, tales como el aprendizaje[57] y los procesos

verbales [7] y cognitivos[67]. También la sincronización está relacionada con pato-

loǵıas o enfermedades de origen neurológico como lo es la esquizofrenia paranoide[3,
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24] y ataques convulsivos propios de la epilepsia[65].

Con el objetivo de estudiar el fenómeno de sincronización en redes neuronales se

crea un modelo mediante una red de mapas acoplados con dinámica caótica excita-

ble a la cual se le aplican perturbaciones externas con la finalidad de mantenerlas

desincronizadas.

Nuestro modelo base, sin perturbaciones, lo conforma la red de mapas acoplados

con enlaces ponderados, compuesta por N osciladores caóticos excitables que repre-

sentan a las neuronas y que siguen la dinámica propuesta por Chialvo y presentada

en la sección 2.2, todos ellos acoplados mediante una matriz de adyacencia W cuyos

elementos representan las sinápsis.

La dinámica de los estados viene dada por

xit+1 = (1− ε)[(yit)2ey
i
t−xi

t + k] + ε
∑
j

wij
t [(yjt )

2ey
j
t−x

j
t + k]

yit+1 = ayit − bxit + c

, (3.1)

donde xit y yit representan las variables de estado de la neurona i en el instante t, los

parámetros de la dinámica local de las neuronas se fijan en a = 0.89 , b = 0.18 ,

c = 0.28 y k = 0.03 para que ésta cumpla con las condiciones deseadas de ser

caótica y excitable; ε ∈ (0, 1) es un parámetro que controla la intensidad de la fuerza

de acoplamiento; y wij
t es el elemento ij de la matriz de adyacencia W que representa

el peso que va de la neurona j a la neurona i en el instante t, cuya evolución a su

vez viene dada por

wij
t+1 =

[1 + δg(xit, x
j
t)]w

ij
t∑

j[1 + δg(xit, x
j
t)]w

ij
t

, (3.2)

donde δ ∈ (0, 1) representa el grado de plasticidad de la red, y el denominador de

la expresión actúa como normalizador de los pesos para que aśı estos se mantengan

entre 0 y 1. Este mecanismo se conoce como plasticidad homeoestática y se refiere

al proceso de mantener la estabilidad en las funciones neuronales [4]. La función

g(xi, xj) representa una regla de aprendizaje para la red neuronal del tipo Hebbiano
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la cual viene dada por

g(xi, xj) =

{
cos( |x

j−xi|
Ω

) si |xj − xi| ≤ 4 para Ω = 1.25

0 en otros casos
. (3.3)

La figura 3.1a muestra el comportamiento de la función g(xi, xj) para Ω = 1.25 que

abarca la diferencia máxima de la variable de activación del modelo de Chialvo en

régimen caótico como se ve en la figura 3.1b. Cuando la diferencia |xj − xi| ≤ 2 el

peso del enlace de la neurona j a la neurona i aumenta y cuando |xj − xi| > 2 este

disminuye.
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Figura 3.1: (a) Función que representa el aprendizaje hebbiano; donde Ω es el paráme-
tro que permite la compresión o expansión de la función, en este caso entre 0 y 4.(b)
Evolución de la variable de activación del modelo de Chialvo en régimen caótico.

3.1. Sincronización y desincronización

Para las simulaciones se estableció una red de N = 1000 osciladores caóticos

con condiciones iniciales aleatorias uniformemente distribuidas para las variables de

estado xi ∈ (0.1,5.0) y yi ∈ (0.8,2.3) que como se observo en la figura 2.4 abarca el

rango de valores posible de estos, con un valor inicial de wij = 1
N−1

si i 6= j y wii = 0

para todo i
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La figura 3.2 muestra la evolución temporal de la variable de activación xit de 10

elementos de la red. Estableciendo un valor para el grado de plasticidad δ = 0.5,

nótese que para los dos valores de la intensidad de acoplamiento de los elementos ε

se observa un estado sincronizado cuando ε = 0.25 figura 3.2a, mientras que cuando

ε = 0.15 el sistema no está sincronizado 3.2b.
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Figura 3.2: Evolución temporal de la variable de activación xit para 10 elementos de
la red en con δ = 0.5 y dos valores para la intensidad de acoplamiento ε. a) ε = 0.25
b) ε = 0.15

De esta manera queda evidenciado que el estado de sincronización de los elemen-

tos de la red depende de la intensidad de acoplamiento entre los elementos ε. Con el

fin de cuantificar al estado sincronizado en la red de mapas acoplados, se calcula la

varianza instantánea de los estados de los elementos del sistema que viene dada por

σ2
t =

1

N − 1

N∑
i=1

([xt(i)− 〈xt〉]2 + [yt(i)− 〈yt〉]2) , (3.4)

donde 〈xt〉 y 〈yt〉 son los promedios instantáneos de las variables de estado de los N

elementos de la red en la iteración t.

En la figura 3.3 se muestra la evolución temporal de la varianza instantánea en

escala logaŕıtmica de los elementos de la red para dos valores del parámetro ε. A la

izquierda, figura 3.3a, con ε = 0.25 se puede observar que la varianza instantánea

alcanza valores en el orden de 10−10 para t > 50 por lo tanto se dice que la red
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está en un estado de sincronización. En cambio para ε = 0.15 se tiene que la red

está desincronizada como lo muestra la figura 3.3b donde se nota que el valor de

la varianza instantánea se mantiene oscilando para valores entre 10−1.5 y 101.5 en

t > 150. Debido a este último comportamiento oscilatorio calculamos la varianza

promediada en el tiempo.

σ2 =
1

Tf − To

Tf∑
t=To

σ2
t , (3.5)

donde To define el inicio del intervalo de tiempo en el cual sera promediada σ2
t

y Tf el instante final. De esta manera se puede cuantificar que la red este en un

estado de sincronización, σ2 ' 0 o de desincronizacion en caso contrario. Además
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Figura 3.3: Logaritmo de la varianza instantánea de la red para δ = 0.5 y dos valores
distintos de la intensidad de acoplamiento. a) ε = 0.25 b) ε = 0.15.

para saber si el estado sincronizado es absorbente se pide que la red haya alcanzado

alguna estructura estable en sus conexiones, esto quiere decir que su matriz de pesos

no presente cambios posteriores y asegurar aśı que la red se encuentra en estado

asintótico. Para esto se calcula la actividad instantánea de la matriz de pesos, que

viene dada por

At =
1

(N − 1)2

∑
i 6=j

|wij
t − wij

t−1| , (3.6)

que busca representar el cambio promedio de la conexiones en un instante de tiempo.

La figura 3.4 muestra la actividad instantánea At para una red con δ = 0.5 y dos
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valores de ε. A la izquierda, en la figura 3.4a con ε = 0.25, la red alcanza un estado de

sincronización el valor de la actividad en la matriz de adyacencia de la red alcanza un

valor de A < 10−20, mientras que con ε = 0.15, figura 3.4b, cuando la red se encuentra

desincronizada la actividad A tiene un valor en el orden de 10−12. En ambos casos los

valores obtenidos de la actividad son relativamente pequeños por lo que se considera

que la red a alcanzado una estructura estable, sin embargo, nótese que la actividad

tiene un mayor valor cuando la red se encuentra en estado desincronizado. De igual

manera que la varianza de los estados del sistema la actividad instantánea también

es promediada en el tiempo entre un valor To inicial y un valor final Tf .

A =
1

Tf − To
∑
i 6=j

At , (3.7)
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Figura 3.4: Evolución temporal del logaritmo de la actividad instantánea en la matriz
de adyacencia de la red At con δ = 0.5 y para dos valores de la intensidad de
acoplamiento ε. a) ε = 0.25 b) ε = 0.15,

La figura 3.5 muestra la evolución de la variable wij
t de dos pares de elementos

de la red. A la izquierda, figura 3.5a con ε = 0.25, que corresponde a un estado de

sincronización, la dinámica en la evolución del peso de enlace entre los elementos

crece hasta llegar a un valor de saturación estable. En cambio, en la figura 3.5b,

con ε = 0.15 que corresponde a un estado de desincronización, la dinámica de la

evolución de los pesos presenta una mayor actividad debido a que la diferencia entre
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el valor de la variable de activación de los nodos se mantiene, hasta llegar a un punto

donde la conexión entre los nodos está totalmente debilitada.

Para determinar cómo depende el comportamiento del sistema de la intensidad

de acoplamiento ε y el grado de plasticidad δ la figura 3.6 muestra el diagrama de

fase en el espacio de parámetros (δ,ε) usando como parámetros de orden σ2, figura

3.6a, y A figura 3.6b. Se aprecia en ambos casos que para valores pequeños del

acoplamiento ε el sistema no logra sincronizarse, sin importar que tan grande sea el

valor de la plasticidad δ. También podemos decir que el valor cŕıtico de la intensidad

del acoplamiento para la cual se da la transición sincronización-desincronización εc

depende del valor de la plasticidad de la red δ, aumentado cuando este último crece.

La barra de colores de la figura 3.6a representa el valor de la varianza de los

elementos de la red, del negro, pasando por el azul hasta el amarillo para la desin-

cronización y el blanco para la sincronización. Se observa que existe una clara sepa-

ración entre ambas regiones, y que el estado de sincronización de la red depende en

menor grado del valor del parámetro δ, que del parámetro ε, determinando aśı que el

estado de sincronización depende en mayor medida de la fuerza de de la interacción

de sus elementos que de la plasticidad que está presente. Nótese además que en la

figura 3.6b que corresponde con la actividad en la matriz de adyacencia de la red la

región de mayor actividad en la matriz de adyacencia corresponde con la región de

desincronización de la red aunque con valores menores que 10−4, donde se considera

la existencia de una estructura estable en las conexiones de la red.

3.2. Aplicación de Perturbaciones Externas

Conocido el comportamiento del sistema sin perturbaciones se propone introducir

un primer tipo de perturbación mediante la siguiente modificación a nuestro modelo

base
xit+1 = (1− ε)[(yit)2ey

i
t−xi

t + k] + ε
∑
j

wij
t [(yjt )

2ey
j
t−x

j
t + k] +B

yt+1 = ayt − bxt + c

, (3.8)

donde B es la magnitud de la perturbación que se aplica a cada elemento xit de la red

en todo instante de tiempo t. Se determinó que la perturbación seŕıa aplicada cuando
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Figura 3.5: Evolución del valor instantáneo de dos pesos para δ = 0.5 y dos valores
de ε. a) ε = 0.25. b) ε = 0.15.

la red alcanzara un estado estable de sincronización. Se requiere que la red tenga

un estado sincronizado antes de aplicar la perturbación, en la figura 3.7 muestra la

evolución de la varianza instantánea de la red de arriba hacia abajo para δ = 0.50

con ε = 0.30 y ε = 0.35 y para δ = 0.60 con ε = 0.40 y ε = 0.45. Se observa que

para t > 20, σ < 10−6 determinando aśı que la red alcanza un estado sincronizado

en menos de 20 iteraciones.

En la figura 3.8, se observa la evolución en el tiempo de cuatro elementos de la

red al aplicar una perturbación de intensidad B = 0.20 y B = −0.30 en el instante

de tiempo to = 150 asegurando aśı que la red ya se encuentre en un estado estable

de sincronización.

La figura 3.8a muestra que la red para δ = 0.50 y ε = 0.30 alcanza un estado

de sincronización caótica cerca de t = 40. Al aplicar la perturbación de magnitud

B = 0.20 en to = 150 se observa que el comportamiento de los elementos de la red

pasa de ser caótico a ser estable, sin que pierda su estado sincronizado.

En cambio para el caso de B = −0.30 ,la figura 3.8b presenta un sistema que pasa

de un estado aparentemente caótico sincronizado antes de aplicar la perturbación a

un estado caótico desincronizado luego de aplicarla.

Con el fin de estudiar el efecto que tiene la perturbación sobre el sistema cuando

este se encuentra sincronizado, establecemos los parámetros δ = 0.50 y ε = 0.30 para
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Figura 3.6: Diagramas de fases en el espacio de parámetros (δ,ε) en negro se muestra
la región de desincronización y en blanco la región sincronizada. a) Parámetro de
orden σ2. b) Parámetro de orden A

que el modelo se encuentre en la fase sincronizada ver figura 3.6, una perturbación

B ∈ (−0.30, 0.30) luego de que la red alcance un estado estable de sincronización, es

decir t > 150, dejándolo evolucionar por t = 1000 iteraciones. La figura 3.9 muestra

el logaritmo de la varianza σ2 en función de la magnitud de la perturbación. Nótese

que solamente para B > −0.20, decrece de manera significativa el valor de σ2, lo que

indica que afecta la sincronización de la red.

Aunque esta estrategia muestra ser efectiva para lograr que la red pase de estar

sincronizada a no estarlo, la magnitud de la perturbación requerida es relativamente

grande afectando a todos los elementos de la red, eso significa que en caso de redes

neuronales biológicas se requeriŕıa de la aplicación de un choque eléctrico fuerte en

todas las neuronas.

En vista de lo anterior planteamos una segunda estrategia que busca de reducir

el número de veces que se aplica perturbación a todos los elementos de la red pero

con cierta probabilidad, para ello definimos la función

Θt(p1) =

{
1 con probabilidad p1

0 con probabilidad 1− p1

, (3.9)

donde p1 es la probabilidad con la cual la perturbación se aplica en el instante de
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Figura 3.7: Logaritmo de la varianza instantánea de la red para δ = 0.50 con ε = 0.30
y ε = 0.35 y para δ = 0.60 con ε = 0.40 y ε = 0.45

tiempo t de acuerdo con la expresión

xit+1 = (1− ε)[(yit)2ey
i
t−xi

t + k] + ε
∑
j

wi
tj[(y

j
t )

2ey
j
t−x

j
t + k] + Θt(p1)B

yt+1 = ayt − bxt + c

, (3.10)

donde B es la magnitud de la perturbación que se aplica con probabilidad p1 a los

elementos del sistema en cada iteración. En la figura 3.10 se presenta la evolución de

cuatro elementos de la red δ = 0.50 y ε = 0.30 al aplicar una perturbación B = −0.15

y B = 0.10, con una probabilidad p1 = 0.85 donde se observa, a la izquierda, con

una perturbación positiva el rango de valores de la variable de activación se reduce

pero esta mantiene sincronizada. En cambio a la derecha se puede apreciar que con

la aplicación de una perturbación negativa el estado de sincronización de la variable

de activación de los elementos de la red se ve afectado.

La figura 3.11 muestra el espacio de parámetros (B, p1) donde se aprecia que

con la aplicación de una perturbación sobre todos los elementos de magnitud en

torno a B = −0.15 y con una probabilidad p1 = 0.85 se logra desincronizar la red.

Obteniendo aśı una mejora con respecto a la estrategia anterior, en la que se aplicaba

una perturbación siempre, ya que se logra reducir la magnitud de la perturbación
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Figura 3.8: Evolución temporal de la variable de activación xit para 10 elementos de
la red en con δ = 0.50 y ε = 0.25 al aplicar una perturbación de magnitud constante
B en t = 150. a) B = 0.20 . b) B = −0.30.

y la cantidad de veces que esta se aplica. En otras palabras, con esta estrategia se

logra reducir tanto la frecuencia y la magnitud de los choques eléctricos a la que se

somete la red de neuronas.

Planteamos una tercera estrategia con la que se busca de reducir la cantidad de

elementos que se perturban en cada iteración para esto se define la función

Θi(p2) =

{
1 con probabilidad p2

0 con probabilidad 1− p2

, (3.11)

donde p2 es la probabilidad de que la perturbación sea aplicada al elemento i en la

iteración actual. Quedando el modelo expresado de la forma

xit+1 = (1− ε)[(yit)2ey
i
t−xi

t + k] + ε
∑
j

wi
tj[(y

j
t )

2ey
j
t−x

j
t + k] + Θi(p2)B

yt+1 = ayt − bxt + c

, (3.12)

donde B representa la magnitud de la perturbación que se aplica al elemento i con

probabilidad p2.

La figura 3.12 muestra la evolución de cuatro elementos del sistema para tres pares

de valores de los parametros B y p2, aśı como también el comportamiento de σ2
t para
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Figura 3.9: Varianza de la red con una perturbación de magnitud B ∈ (−0.30, 0.30)
aplicada a todos sus elementos siempre

estos tres casos. Nótese que en la figura 3.12a donde se perturba aleatoriamente con

probabilidad p2 = 0.50 a los elementos de la red y con una magnitud B = −0.10

se logra afectar la sincronización de la red. Por otra parte en las figuras 3.12b y

3.12c donde la perturbación que se aplico a los elementos de la red fue B = 0.10,

primero con una probabilidad p2 = 0,20 y luego aumentado esta a p2 = 0,90 no

se logra afectar de manera significativa el estado de sincronización de la red. En la

figura 3.12d se puede observar la evolución de la desviación de los elementos de la

red para los tres pares de valores de los parámetros B y p2. En color rojo se tiene la

región desincronizada para p2 = 0.50 y B = −0.10, en color verde se tiene la región

sincronizada con p = 0.20 y B = 0.10 y finalmente en color azul se tiene la región

sincronizada para p = 0.90 y B = 0.10; que corresponden a lo mostrado en las figuras

3.12a, 3.12b, 3.12c respectivamente.

Al igual que con las estrategias anteriores, con esta se observa que con una per-

turbación negativa se logra un mayor efecto de pérdida de sincronización de los

elementos de la red, como se puede observar en la figura 3.12a. En cambio para per-

turbaciones positivas, figuras 3.12b y 3.12c, aunque se note una pequeña diferencia

entre los estados de los elementos del sistema el efecto más significativo es la pérdida

de su comportamiento caótico y excitable.
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Figura 3.10: Aplicación de una perturbación de magnitud B constante en to = 150,
a todos los elementos con una probabilidad p1 = 0.85. a) B = 0.10 b) B = −0.15.

La figura 3.13 muestra el diagrama de fase de esta estrategia en el espacio de

parámetros (B y p2). Se observa que el estado de sincronización de la variable de

activación de los elementos de la red solo se ve afectada con perturbaciones de mag-

nitud negativa, sin embargo el rango de valores que puede tomar esta magnitud es

mucho mas amplio y en este caso es mas pequeño, lo cual es una mejoŕıa conside-

rable ya que el choque eléctrico que se aplica a las neuronas es mas débil y basta

con aplicarlo solo a algunas de las neuronas de la red en cada iteración para lograr

desincronizarlas.

Finalmente combinando las dos estrategias anteriores para la aplicación de una

perturbación externa, definidas por las ecuaciones (3.9) y (3.11), se obtiene el modelo

xit+1 = (1− ε)[(yit)2ey
i
t−xi

t + k] + ε
∑
j

wi
tj[(y

j
t )

2ey
j
t−x

j
t + k] + Θt(p1)Θi(p2)B

yt+1 = ayt − bxt + c

,

(3.13)

donde la perturbación se aplica en el instante de tiempo t con probabilidad p1

al elemento i escogido con probabilidad p2. Para esta estrategia se establecieron dos

valores para la magnitud de la perturbación B = −0.10 y B = 0.10.

En la figura 3.14, se tiene que la aplicación de la perturbación B, para las mag-
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Figura 3.11: Diagrama de fases con la aplicación de una perturbación B a todos los
elementos con probabilidad p1

nitudes consideradas, nuevamente al igual que en la estrategias anteriores tenemos

que una perturbación de magnitud negativa es la que mas afecta el estado de sincro-

nización de la variable de activación de los elementos de la red. Por otro lado aunque

los valores de σ2 que se obtienen con una perturbación de magnitud positiva son

pequeños, estos son menores que 10−3 y puede considerarse que se logro afectar la

sincronización en los elementos de la red. Con esta ultima estrategia se logra reducir

no solo el numero de neuronas a las cuales se le tiene que aplicar la perturbación

para desincronizarlas, si no que se logro reducir la frecuencia con que esta es aplicada

en la red de neuronas.

36



a)

t

xt

500400300200to1000

6

5

4

3

2

1

0

−1

b)

t

xt

500400300200to1000

6

5

4

3

2

1

0

c)

t

xt

500400300200to1000

6

5

4

3

2

1

0

d)

t

log(σ2
t )

9008007006005004003002001000

2

0

−2

−4

−6

−8

−10

−12

−14

Figura 3.12: Evolución de cuatro elementos de la red en la aplicación de una pertur-
bación con probabilidad p2 a los elementos de la red. a) p2 = 0.50 y B = −0.10. b)
p2 = 0.20 y B = 0.10. c) p2 = 0.90 y B = 0.10. En d) se tiene la varianza de la red
en rojo para a) , verde para b) y azul para c)
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Figura 3.13: Diagrama de fases en el espacio de parámetros (B, p2) con la estrategia
de aplicar una perturbación siempre a algunos elementos escogidos aleatoriamente
con probabilidad p2 en cada iteración
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Figura 3.14: Diagrama de fase en el espacio de parámetros (p1, p2) para la cuarta
estrategia, se perturba en cada iteración con probabilidad p1 a algunos elementos
escogidos con probabilidad p2. a) B = −0.10. b) B = 0.10. Note que la escala de
colores es diferente para cada una de las figuras
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Caṕıtulo 4

Conclusión

El estudio de la sincronización representa un desaf́ıo fascinante y diverso, capaz

de proveer herramientas útiles a cualquier campo de la ciencia en donde éste se

manifieste; desde la bioloǵıa y ecoloǵıa pasando por la f́ısica y la qúımica hasta

la socioloǵıa y las artes. Nuestro mundo experimenta d́ıa a d́ıa distintas maneras y

formas de interacción que permiten la aparición de sincrońıas gracias a las conexiones

espontáneas de elementos, que tal vez sean imperceptibles pero son suficientes, como

para generar un comportamiento de “coincidencia” o “simultaneidad” de diversas

maneras.

En particular, el fenómeno de sincronización esta presente en el cerebro humano;

que es un órgano estructura compleja, compuesto por una infinidad de neuronas que

mediante su interacción cumple con sus tareas perfectamente ejecutadas, en un sin fin

de funciones que necesita un organismo vivo para su óptimo rendimiento y plenitud

de sus capacidades. En él la sincronización se encuentra presente como recurso vital

en las funciones del sistema nervioso central surgiendo en muchas de las habilidades

indispensables que requiere el ser humano para vivir en virtuosismo y comodidad.

Por otra parte, la manifestación de sincronización en las redes neuronales del

cerebro también se relaciona con algunas disfunciones de los procesos de desarrollo

cognitivo y motor como en la epilepsia, la esquizofrenia y el párkinson, entre otras

patoloǵıas neurológicas.

En este trabajo se estudió la dinámica de una red de neuronas mediante la cons-

trucción de una red de mapas caóticos acoplados donde cada neurona está repre-
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sentada por un oscilador caótico y excitable, propuesto por Chialvo, mientras que

las interconexiones siguen una dinámica de pesos Hebbiana, controlada mediante la

variación de los parámetros de plasticidad δ y la fuerza de acoplamiento entre los

elementos ε. Con el modelo se encontró que el estado de sincronización de la red

está fuertemente ligado al acoplamiento que existe entre sus elementos mientras que

depende en menor proporción de la plasticidad que la red neuronal presente.

Para estudiar el efecto que tiene un campo externo sobre el sistema sincronizado,

se sometió a una red neuronal a una perturbación siguiendo cuatro estrategias en

primer lugar se aplicó una perturbación de magnitud constante a todos los elementos

de la red en cada iteración, y se determinó que es posible desincronizar los elementos

de la red para ciertos valores de la magnitud de la perturbación, ver figura 3.9,

manteniendo en las neuronas su caracteŕıstica de ser caóticas y excitables.

Aunque con la primera estrategia fue suficiente para lograr el objetivo de desin-

cronizar la red, ésta requiere de la aplicación de una perturbación relativamente

grande, a todas las neuronas y de manera constante; lo cual implicaŕıa en la vida

real a someter al cerebro a un choque eléctrico en todo momento. Mediante las otras

tres estrategias se busca intervenir menos en la red neuronal se propuso reducir la

magnitud de la perturbación, su frecuencia y el número de elementos a los cuales se

les aplica.

Como nuestra segunda estrategia se sometió a la red de neuronal a una pertur-

bación que afecta a todos los elementos pero ahora con cierta frecuencia y, aunque

no se obtuvieron resultados significativos con respecto a la reducción del valor de la

magnitud de la perturbación, se demuestra que es posible desincronizar la red sin

la necesidad de aplicar la perturbación en todo momento, como lo muestra la figura

3.11, lo cual resulto ser una mejora considerable con respecto a la anterior estrategia.

Buscando de reducir la cantidad de elementos a los cuales se perturban, la tercera

estrategia consiste en seleccionar con cierta probabilidad en cada iteración a los

elementos que son sometidos a la perturbación. En este caso se encontró que es

posible desincronizar la red sin necesidad de afectar a todos los elementos de la red,

logrando también una reducción del valor de la magnitud de la perturbación, como

se ve en la figura 3.13. Finalmente combinando la segunda y la tercera estrategia,

resulto en una cuarta y última estrategia con la cual se logra de manera efectiva
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desincronizar la red, como se ve en la figura 3.14 ,afectando a algunas neuronas a

veces, siendo aśı la que resulta ser la menos invasiva.

La aplicación de perturbaciones externas a una red neuronal, siguiendo las estra-

tegias planteadas en este trabajo, demostró ser capaz de afectar y mantener desin-

cronizados los elementos de la red que espontáneamente se encuentra en fase sincro-

nizada. De esta manera podemos decir que este planteamiento teórico puede ayudar

en el diseño de un marcapasos cerebral que eviten el estado de sincronización rela-

cionado a alguna patoloǵıa neurológica como lo son la epilepsia, la esquizofrenia y el

párkinson.
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