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1 Matematicka indukcija

Matematicka indukcija predstavlja vazan i mocan metod za dokazivanje
tvrdenja koja se odnose na prirodne brojeve. Ona proizilazi iz slede¢eg svoj-
stva skupa prirodnih brojeva N. Neka je S C N i pretpostavimo da skup S ima
sledece dve osobine:

(Hoes

(2) za svako n, akon € Stadan+1€ S

Tada S = N.

Zaista, prema (1) 0 € S, dok prema (2) tada i 1 € S. Opet primenjujuéi (2)
nalazimo 2 € S i tako redom 3,4,... € S, tj. N C 5. S obzirom da je S C N,
nalazimo S = N.

Pretpostavimo da je ¢(n) formula koja se odnosi na prirodne brojeve (za takvu
formulu kazemo da je aritmeticki iskaz) i neka je S = {n € N|¢(n)}, tj. S je skup
svih onih prirodnih brojeva n za koje vazi ¢(n). Tada se prethodna svojstva
skupa S mogu preizraziti pomoéu formule ¢(n) na sledeéi nacin:

1.1 Princip matematicke indukcije

Neka je ¢(n) aritmeticki iskaz. Pretpostavimo da za ¢(n) vazi:
(1) ¢(0) baza indukcije
(2) Vn(¢(n) = é(n + 1)) induktivni korak

Tada je ¢(n) istinito za svaki prirodan broj n.

2 Operatori sumiranja ) i proizvoda []

n
Zai =def Om +am+1 +...+tap—1t+ap,m <n

H A =def Am " Am+41 " -+ " Ap—1 'anvmén
Osobine:
SUMIRANJE

()Y e =ad)l,

(2) Xy (@i + b)) =300 ai + 30 b
(3) Z?:l = Z?:l

(4) 307 it i = 205 i i

O1ZVOD

3
=)

Ly [T bi



3 Algebarski identiteti, binomna formula, aso-
cijativni i komutativni zakoni

Algebarski identiteti su formule oblika u = v, gde su u i v algebarski iz-
razi (termi). Algebarski identitet u = v je tacan ili istinit u nekoj algebarskoj
strukturi akko se za zadate vrednosti ucestvujuéih promenljivih u termima u i
v vrednosti u i v terma poklapaju.
Primeri:
(z +y)* = 2® + 22y +y°
a? —y? = (z —y)(=+y)

3.1 BINOMNA FORMULA

n
(T+y)" =dey Z ( Z > "Rk = ac”—|—< TlL > 2"yl .+( ni X ) 2y
k=0

Binomni koeficijenti: C}' = < Z ) = #Lk)" ( Z ) = ( nﬁk )

ASOCIJATIVNI ZAKONTI: (z +y) + 2z =2+ (y+ 2) redosled izracunavanja
KOMUTATIVNI ZAKONL: z +y =y + = ne utice na rezultat

4 Nejednakost izmedju aritmeticke i geometrij-
ske sredine

n=2:
Vatag < 9fee T = /a1,y = /a2
T,y
(z—y)*=0
a? = 2wy +y* >0
22 4+ y? > 22y

ay +as > 2~/a1,/a2/ 12
ate > g

n=4:
4 , aitaztastaq
Yaiazazay < o
a1+as | agtay
aitastagztayg __ —m
LR = 22— 2 — >\ /Va1az - \Jazag = {fajazazay

G(al, ...,an) < A(al, ...,an) — Crv(bl7 ...7bn) < /1(&)17 ,bn)

bit..Fbp | bnyit---tban n n

bitbot .. dboy _ FrR—. m Vb1 bt {/butibon N - B
. 22” = 2 > D) > \/bl ce by \/bn+1 by, =
2/b1 - ... - Do



Ovim smo dokazali nejednakost za sve brojeve n, oblika n = 2¥;k € N*t.
n=hilo koji broj koji nije oblika 2*:

IJmeN 2m=1 < pn < 2m

n+1l=2"

Dati su nam brojevi a, ..., an

_ _ _ __ aitaz+...4+a
Up+1 = Qp42 = ... = Ggm = %
2m .

/A1 G s G Qg1 - e (g < a1+"'+a”+§j,§+1+"'+a2m
aj+...+an aj+...+an

2m a1+..tap n( = )+1( ) ) 2™

\/a1~a2-...~an~(1 -t )l < S
ai1+...4an
a1+..4ap\l (D) (=) \om
ay -Gy - ... Gy - (BT )L < ( T
a1 Qg e Gy - (a1+.ﬁ.+an)l < (a1+.7.l.+an )n+l
a1:a2-...:Qp n,
a - ag - .. -Gy < (R /Y
Yay-ag ... Gy < 4102 0n

5 Rekurzivne definicije, Fibonacijev niz

Pomoéu matematicke indukcije mogu se definisati i uvoditi novi matematicki
objekti. Definicije u kojima se koristi indukcija nazivamo induktivnim ili rekur-
zivnim definicijama.

Fibonacijev niz je niz brojeva ¢iji su pocetni elementi f; = 0, fo = 1, a svaki
sledeéi broj u nizu dobija se sabiranjem prethodna dva: f, = f,—1 + fr—2-

6 Linearna diferencna jednacina prvog reda

Jednacina oblika A(x)y’ + B(x)y + C(x) = 0 koja deljenjem sa A(x) #
0, postaje y° + P(x)y + Q(x) = 0 naziva se linearna diferencna jednacina pr-
vog reda. Ukoliko je funkcija Q(x)=0, linearna diferencna jednac¢ina se naziva
homogenom.

7 Iskazna algebra

Iskazna algebra ili ra¢un iskaza je dvoelementni skup 0,1, zajedno sa jednom
unarnom i pet binarnih operacija. Sluzi za utvrdivanje ta¢nosti nekog iskaza.
P, 4, T, ... su iskazna slova (promenljive ¢ije su vrednosti matematicki izrazi)
A, V, =, , <= VY su iskazni veznici
Operacije su definisane iskaznim tablicama:

A0V IO]T]| - = |0 |1l]<|0|1]|¥Y|O0]|1
0Ojojofofjoj1yo|1 0 11 0 1 01011
110(1f1|1|1}1]0 1 011 1 0|1 1|1




8 Definicija iskaznih formula

(1) 0, 1 su iskazne formule

(2) iskazne promenljive p, q, r, ... su iskazne formule

(3) ako su A i B iskazne formule, tada sui -A, AAB, AV B, A= B, A
<= Bi A VY B iskazne formule.

(4) svaka iskazna formula dobija se primenom prethodna tri pravila

9 Tautologije - metode dokazivanja i primeri

Iskazna formula A (p, q, 1, ...) je tautologija akko za sve vrednosti p=c,
q=p8, r=", ... (a, B, v € {0,1}), vrednost A je 1, odn. A (a, 3,7, ...) = L.
Metode dokazivanja: tabli¢ni metod, metod diskusije po iskaznom slovu, metod
tabloa, metod svodenja na apsurd.

Primeri tautologija:

p = p, p V —p (princip iskljucenja treéeg), (p A q) At <= p A (qQ A1)
(asocijativnost konjukcije), (p A q) < (q A p) (komutativnost konjukcije),
—=p <= p, ~(pAq) < —p V —q, ~(pVq) < —p A —q (de Morganovi zakoni)

10 Teorema o disjunktivnoj normalnoj formi

Literal je p ili —=p. Atom je konjukcija literala. Disjunktivna normalna forma
(DNF) je disjunkcija atoma A.
Formula F je u DNF, akoje F = A1V A2V ... VAn; A =p" Apf> A ... pl*
, p je iskazno slovo, a, ..., ay € {0,1}.

o _ | p akojea=1
p= -p akoje a=0

Teorema: Svaka iskazna formula ima SDNF. Razlika izmedu DNF i SDNF
je u tome da u SDNF u svakom atomu postoje svi literali te iskazne formule.

11 Kwvantori

Kvantori su kvalifikatori u jeziku. Njihova semantika je:
V - ’za svaki’, univerzalni kvantor
3 - 'postoji’, egzistencijalni kvantor
Uglavnom su vezani za promenljivu: Vx, 3x.

12 Definicija predikatskih formula

K3kokok ok

Neka je skup L jezik predikatskog rac¢una. L. = ConstL, U FunLi U RellL | pri
¢emu su ConstL skup simbola konstanti ({0, 1, ...}), FunL skup simbola

algebarskih operacija ({+, *, ...}) i RelL skup simbola relacija ({<, ~, ...}).
KAk



Termi (algebarski izrazi) se grade od simbola konstanti, operacija i relacija,
npr. L = {0, 1} U {+ ,*} U {<}.

(1) Promenljive (dodeljuju im se vrednosti iz domena) su termi i simboli
konstanti su termi

(2) Ako su u i v termi, onda su u+v, u*v termi

(3) Svaki term dobija se kona¢nom primenom prethodna dva pravila
Atomiéne formule su: u=v, u < v, ...

Predikatske formule su:
(1) Atomicne formule su predikatske formule
(2) Ako su ¢ i X predikatske formule, tada sui ¢ A X, ¢ V A, =¢, ¢ = A, ...
takode predikatske formule
(3) Ako je ¢ formula, tada su i Vz¢ i Jz¢ takode predikatske formule
(4) Svaka predikatska formula dobija se kona¢nom primenom prethodna 3 pra-
vila
Primeri:
Vedy(z +y =1)
Va(-z =0) = Jy(z -y =1)
Jx(a? — 22+ 2 =0)
LU {1,23,...-12,/3,...}=L’

13 Pojam valuacije

Valuacija je bilo koja funkcija koja skupu iskaznih primenljivih dodeljuje
vrednosti 0 ili 1.

¢(p17' A 7pn)
o(al,. .. an)
Valuacija je svako preslikavanje
o = Pi1y---sPn
A1y...,0n

a: P — 2, gde je P skup iskaznih slova {p1, pa, ...}

14 Valjane formule, primeri

Valjane formule su formule ¢ija opste vazeca istinitost nije uslovljena nac¢inom
interpretacije nelogickih simbola, ve¢ samoj logi¢koj strukturi formule. Valjane
formule izrazavaju zakone ispravnog logickog zaklju¢ivanja na jeziku relacijskih
struktura.

Ako je formula A tac¢na u nekoj interpretaciji D, onda ona opisuje izvesno svoj-
stvo strukture D. Medutim, ako je formula A ta¢na u svakoj interpretaciji, onda
ona vise ne opisuje svojstvo neke strukture, veé opste svojstvo svih struktura,
tj. opste pravilo zakljucivanja. Takve formule, koje su tacne u svim interpreta-
cijama nazivaju se opSte vazeé¢im formulama ili valjanim formulama.

Primeri:

—3xp(x) = Vx —o(x)

“Vxp(x) = Ix ~¢(x)

VX —(x) = Ixo(x)



15 Teorija algebarskih polja

Teorija polja je matematicka disciplina koja proucava polja.

(1) (x +y) +2z=x+ (y + z) asocijativni zakon (u aditivnoj formi)
(2) x + y =y + x komutativni zakon

(3) x + 0 = 0 4+ x = x zakon neutralnog elementa

(4) x + (-x) = (-x) + x = 0 zakon suprotnog elementa

Svaka algebarska struktura A na kojoj su definisane algebarske operacije + i —
i postoji konstanta 0, tj. A = (A, +, —, 0) i u kojoj vaze identiteti (1) — (4)
naziva se Abelovom ili komutativnom grupom. Skup A je domen algebre A,
dakle skup na kojem su definisane operacije +, - i 0 € A.

Komutativni prsteni su algebre A = (A, +, —, -, 0, 1) koje zadovoljavaju
sledeée zakone:

(1) - (4)

G)z-y)-z=x-(y-2)

G)z-y=y-x

(Mex-1=1-z==x

8)x - (y+2) = (z-y) + (z - ) distributivni zakon

Uzimamo da je & — y =gef & + (—Y)

Polja su komutativni prsteni koji zadovoljavaju i ovu aksiomu:
r#0= Jy(z-y=1)

ili z # 0 = x - 27! ako je uvedena operacija inverznog elementa.

16 Osnovne skupovne operacije, definicije i oso-
bine

Skupovna operacija moze biti shvadena kao postupak kojim se skupu/skupovima
pridruzuje skup. Georg Kantor je 1873. godine formulisao koncept skupova:

X = {alé(a)}

Skupovne operacije su: unarna operacija, tzv. komplementiranje i ¢etiri
binarne, tzv. presek, unija, razlika i simetri¢na razlika.

(1) Komplement skupa A, u oznaci A¢, je skup svih elemenata univerzalnog
skupa koji ne pripadaju skupu A.

A={zeUlx ¢ A}

(2) Presek skupova A i B, u oznaci ANB, je skup svih elemenata univerzalnog
skupa koji pripadaju i skupu A i skupu B.

ANB={zeUlzx € ANz € B}

(3) Unija skupova A i B, u oznaci AUB, je skup svih elemenata univerzalnog
skupa koji pripadaju skupu A ili skupu B.

AUB={zeUlzxe€ AVz € B}



(4) Razlika skupova A i B, u oznaci A\ B, je skup svih elemenata univerzalnog
skupa koji pripadaju skupu A, a ne pripadaju skupu B.

AB={zeUlr € ANz ¢ B}
U opstem slucaju ne vazi jednakost A\B = B\ A.

(5) Simetri¢na razlika skupova A i B, u oznaci AAB je skup svih elemenata
univerzalnog skupa koji pripadaju ili skupu A ili skupu B.

AAB={zcUlr€ AVz € B}

Uredjen par (z,y) =q¢ey {{z},{z,y}}

16.1 Osobine skupovnih operacija
Za svaki skup A vazi:
e Idempotentnost: AUA=A ANA=A
Za svaka dva skupa A i B vazi:
e Komutativnost: ANB=BNA, AiBvazi AUB=BUA
Za svaka tri skupa A, B, i C vazi:
e Asocijativnost: AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AUuB)UC

e Distributivnost: AU (BNC)=(AUB)N(AUCQC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Osobine komplementa, univerzalnog skupa i praznog skupa:

o (A°)° = A, A° = U\A, AUA® = U, ANA° = ©,0° = U,U° = @, (ANB)° =
A°UB®, (AUB)® = A°n Be

e AUU=UANU=A

e AUO=A,AN0=0
16.2 Beskonacne skupovne operacije

A UAU...UA, = U A,
neN

ANAsN...NA, = ﬂ A,
neN

ze ) A= @neNjze4,
neN

ze [ An = (WneN)z € 4,
neN

10



17 Skupovni identiteti, metode dokazivanja

Skupovni identiteti predstavljaju jednakost dva skupa. To su dobro zapisani
izrazi u kojima ucestvuju skupovi A, B, C, ..., operacije N,U,° ...

Formalna definicija skupovnog izraza (terma):

(1) @,A,B,C,... suskupovni izrazi.

(2) Ako su u i v skupovni izrazi, onda su i uNv,uUv, v, u\v,uAv skupovni
izrazi.

(3) Svaki skupovni izraz dobija se primenom prethodna dva pravila.

Skupovni izraz L. = D vazi akko vrednost od L jeste identicki jednaka vredno-
sti od D za ma kakav izbor skupova (skupovne promenljive zameniti konkretnim
skupovima).

Za svako proizvoljno x vazi x € L <=z € D, tj. L i D imaju iste elemente.

A = B akko za svako svojstvo ¢ vazi: ¢p(A) <= ¢(B) (jednakost po intenziji
= znagenju).

A = B akko A i B imaju iste elemente: © € A <= x € B (jednakost po
ekstenziji = obimu).

17.1 Metode dokazivanja skupovnih jednakosti

(1) Dijagram za ograni¢en broj skupova

(2) Tabele pripadnosti (svodenje na tabliéni metod dokazivanja tautologija)
(3) Dokaz izraza na osnovu definicija, aksioma, . ..

(4) Metod karakteristi¢nih funkcija

18 Aksiome teorije skupova

Ove aksiome su naveli Rasel, Frenkel i Zermelov pocetkom 20. veka.

(A1) Ako su a, b skupovi, tada je {a, b} takodje skup.

(A2) Ako su a, b skupovi, tada su {a U b}, {a Nb}, ...takodje skupovi.

(A3) Ako je a skup, tada je i P(a) = {X|X C a} takodje skup i on se naziva
Partitivni skup skupa a.

(A4) Prazan skup (@) je takodje skup.

(A5) Aksioma beskonac¢nosti: Postoji skup X takav da u njemu lezi @. Ako
ye X, taday € X; 9y =yU{y}.

(A6) Aksioma restrikcije: Ako je X skup, ¢ neko svojstvo, tada je i Y =
{z € X|¢(x)} takodje skup.

(AT) Ako je data disjunktna familija skupova, svi su neprazni, tada postoji
X koji bira ta¢no po jedan element iz svakog ¢lana(’relacija transferzale’).

19 Dekartov proizvod, operacija partitivnog skupa

19.1 Dekartov proizvod

Ako su A i B skupovi, onda se skup uredjenih parova sa prvom koordinatom
iz A, a drugom koordinatom iz B naziva Dekartov proizvod skupova A i B, i
oznacava se sa AxB:

11



AxB =4c5 {(a,b)|la € A,b € B}

AxBxC = (AxB)xC
Vazi distributivnost Dekartovog proizvoda u odnosu na operacije presek,
unija, .... Ax(B U C) = (AxB) U (AxC)

Dekartov proizvod n skupova Aq,..., A, u oznaci A1x...xA, ili

[T A =aer {f: T— | JAil£(i) € A, Vie I}
=1

i€l
je skup svih uredjenih n-torki sa koordinatama iz odgovarajué¢ih skupova.
Aix. . XA, =gef {(a1,...,an)]a1 € A1, ...,an € Ay}

Ako je bilo koji od skupova Ay, ..., A, prazan, onda je po definiciji prazan
i skup Aix...xA,. Ako je A, = A, = ... = A, = A, onda se odgovarajuéi
Dekartov proizvod obelezava sa A™ i zove se Dekartov n-ti stepen skupa A, gde
je AL = A. Ako je A # @, onda je Dekartov stepen zgodno progiriti i za n=0,
na sl. naéin: A® =4, ¢ {@}, odakle sledi da A je jednoelementni skup.

19.2 Operacija partitivnog skupa
Skup ¢iji su elementi svi podskupovi jednog skupa naziva se partitivni skup.
P(X) =acs {AlA € X}

Prazan skup je element svakog partitivnog skupa. Skup X je element P(X).
Za razliku od praznog skupa koji nema elemenata, njegov partitivni skup se
sastoji od jednog elementa: P(®) = {®}. Broj elemenata P(X) je 2", ukoliko
skup X ima N elemenata.

20 Binarne relacije, kompozicija binarnih rela-
cija, inverzna binarna relacija

Binarne relacije izmedju skupova A i B su podskupovi Dekartovog proizvoda
dva skupa A i B.

p:{(a,x),(b,y),...}eAxB (A:{avbac}aB:{xay})

Inverzna relacija: Neka je p neka binarna relacija izmedju A i B. Relacija
o koja je relacija izmedju B i A, takva da je (z,y) € o akko (y,z) € p, tj.
o= {(z,y)|(y,x) € p,y € A,x € B} naziva se inverzna relacija relacije p. Ne-
kada se oznacava i kao p~!.

Kompozicija relacija: Neka je o relacija izmedju skupova A i B, i p relacija
izmedju skupova B i C. Tada je relacija 7 kompozicija relacija izmedju relacija

pio uoznaci T = poo, ako za

(a,¢) € T <=gey I((a,b) € o A (b,c) € p),

12



odnosno

T=poo = {(a,c) € AxC|3b € B, (a,b) € c A (b,¢) € p}

Vazi:

Asocijativnost kompozicije: (poo)oT=po(coT)

21 Funkcije, osobine (kompozicija, 1-1 i na pre-
slikavanja)

Neka su A i B skupovi. Funkcija iz A u B je f C AxB tako da za svako
x € A postoji tacno jedno y € B, tako da (x,y) € f. Funkcija ili preslikavanje
je uredjena trojka (A, B, f), gde su prve dve koordinate dati skupovi A i B,
a treca je f kojom se svakom elementu skupa A dodeljuje tacno jedan element
skupa B. Zapisuje se f : A — B.

Skup A je domen funkcije f. To je skup sa kojeg vr$imo preslikavanje. Skup
B je kodomen funkcije f. To je skup na koji vrsimo preslikavanje.

Preslikavanje ili funkcija je zapravo relacija sa osobinom da svaki element
skupa A stavlja u relaciju sa tatno jednim elementom skupa B.

(Ve e A)Fy € B)(z,y) € f1(Vz e A)(Vy,z € B)(x,y) € fA(2,2) € [ =
Y=z

Postoji razlicit zapis funkcija:

{(z,2?)|x € N}
{(0,0), (1,1),(2,4),..}

N
2 ...
(613:)
-
f=<f(z)lr e N>
2

f=<z’lreN>
Najéeséi zapis je: f(z) = 22

e
,_.)_.2

—
0
0

xz

Formalna definicija:
(1) f C AxB
(2) Vae A:3be B,td.(a,b) € f
(3) Va e AAVDY € BA(a,b),(a,b)ef=0b=10
Skup vrednosti funkcije f: f(A) = {f(a)|a € A}
Moze da vaziiza podskup X C Ai to je slika skupa X: f[X] = {f(z)|z € X}

21.1 Inverzna funkcija

Dati su skupovi A i B i funkcija f : A —7%; B. Mozemo uvesti funkciju
f1:B — A
y=g(z) <=z =f(y) g=f""={(x,9)|(y,x) € f}.

Inverzne funkcije su simetriéne u odnosu na x = y pravu.
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21.2 Inverzna slika

Ako imamo skupove A i B i preslikavanje f : A — B, inverzna slika funkcije
f je funkcija u oznaci f~1.
[V ={z € Alf(z) eV}

Osobine:
VX, YCA
fIXUY] = fIX]U fY]
fIXNY] C fIX]N fIY]
VX, YCB
fAHUxXuY] = XU Y
fAHUX Y] C XN Y]

21.3 Injekcija

Preslikavanje ili funkcija f skupa A u skup B, u oznaci f : A — B je injek-
cija ili "1-1" ako za bilo koja dva razlicita elementa x1,z2 € A i njihove slike su
razlicite, tj. f(z1) # f(z2):

(V1,2 € A)(21 # 22) = (f(71) # f(22))

Ponekad pisemo f: A —»1_1 B.

21.4 Surjekcija

Preslikavanje ili funkcija f skupa A u skup B, u oznaci f : A — B je su-
rjekcija ili 'na’ ako za svaki element b € B postoji a € A takav da je b = f(a), tj:

(Vb € B)(3a € A) t.d. (b= f(a))

Ponekad pisemo f: A —"° B.

Funkcija koja je istovremeno i '1-1’ i 'na’ zove se bijekcija.
21.5 Kompozicija funkcija
Kompozicija funkcija, proizvod ili slaganje funkcija je binarna operacija:
ftA—BANg:B—C=h=gofh:A—C
za bilo koje date skupove A, B, i C.
h(z) =aer 9(f(x)) odnosno (go f)(z) =dgey 9(f(2))

Slaganje funkcija je asocijativnog karaktera:

ho(gof)=(hog)of
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Dokaz:

(ho(go f))(x) =n((ge f)(x)) =h(g(f(x)) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(x)

Ako su date funkcije f : A — Big: X' — B,
f=gakko X = X'AVz e X f(z) =g(x)
f =g akko: (1) dom(f) = dom(g) i (2) f i g imaju iste vrednosti za elemente
domena

Funkcije (A4, B, f) i (C, D, g) su jednake akko je A=C,B=D1i f = g(<~=
Ve e A=C, f(z) = g(x))

go f # fog, uopstem slucaju.

Teorema: Nekasu f: A— B, g: B — C:
(1) proizvod 1-1 funkcija je 1-1 funkcija (2) proizvod na funkcija je na funkcija
(3) proizvod bijektivnih funkcija je bijektivna funkcija

22 Permutacije konac¢nih skupova, racunanje pro-
izvoda i inverzna permutacija
Dat je skup X i funkcija f : X —7%; X. Funkciju f nazivamo permutacijom
skupa X.

Skup svih permutacija skupa X oznacavamo:
Sym(z) = {plp: X —7¢; X}.

Grupa permutacija je simetri¢na grupa skupa X, npr.
Grupa (Sym(X),0,—1,4)

X ={L2,..,n},p: X —7% X, q¢: X —7% X = gop je takodje 1-1
i na funkcija.

p,q € Sym(X) = qop € Sym(X)

Akojep: X —7% Xip!t:X —7% X ondap € Sym(X) = p ! €
Sym(X)

22.1 Proizvod permutacija

Ako su date dve permutacije p i ¢, primenjivanjem prvo g, a zatim i p bi dalo
isti rezultat kao i primena samo jedne neke permutacije r. Proizvod permutacija
p i q se tada definiSe kao permutacija r.

1 2 3 45 . 123 45\ (12 3 45
2 3 1 5 4 31 2 4 5) 12 3 5 4
Resenje: Prvo se primeni permutacija q na element 1, odnosno 1 — 3, pa

se onda primeni permutacija p na dobijeni element, odnosno 3 — 1, pa se na
kraju dobije 1 — 1. Postupak se ponavlja za ostale elemente.
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22.2 Inverzna permutacija

Inverzna permutacija je permutacija funkcija, tacnije bijekcija, dakle ima
svoju inverznu funkciju. To je permutacija u kojoj se razmenjuje svaki broj i
broj mesta koji on zauzima.

L (23 154\ (12345
Po={12345) 3127514
23 Relacije ekvivalencije i particije skupova, pri-
meri

23.1 Relacija ekvivalencije

Binarna relacija ~ (’tilda’) je relacija ekvivalencije domena A ako ispunjava
sledece karakteristike:

e refleksivnost: a ~ a,Va € A
e simetri¢nost: a ~b=— b~ a,Va,be A
e tranzitivnost: (a ~bAb~c) = a~c, VA bce€ A

Relacija ekvivalencije je binarna relacija nad domenom A: ~ C AxA4; (a,b) €~
za neke a,b € A.
Primeri:

(1) jednakost
(2) paralelnost pravih: p ~ ¢ akko p||q.
(3) kongruencija po modulu n (n € N): x =, y ili z = y(modn).

23.1.1 Klasa ekvivalencije

Klasa ekvivalencije elementa x € A, u oznaci z/ ~, [x] ili C,, je skup svih
elemenata y koji su u relaciji sa kojima je x u relaciji:

v/ ~=gep ly€ Alr ~y}, v e A

23.1.2 Particija skupa

Particija skupa A je familija x podskupova od A:
) Xex=X¢0
2) X, Yex,X£A£Y = XNY #£0
(3) UXeX X=A
Transverzala ili izborni skup particije x je T' C A tako da T bira tacno po
jedan element iz svakog ¢lana particije .
x={XiteT} teX,

Broj ¢lanova skupa A jednak je sumi broja ¢lanova svakog elementa: |A| =
Drer Xl
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23.2 Parcijalno i linearno uredjeni skupovi

Relacija = je relacija uredenja na A ako je refleksivna, antisimetri¢na i tran-
zitivna

e refleksivnost: a < a,Va € A
e antisimetri¢nost: a <bAb<a=— a="0,Va,bc A
e tranzitivnost: (a ~bAb~c) = a~c, VA bcce A

Primeri:

(1) Haseovi dijagrami

(2) (P(x),<)

y € P(x)

yCy
yCzz2Cy=y=2z
yCz,zCu=—=yCu

(3) Puno binarno drvo: Drvo (T, <,v) predstavlja parcijalan uredjen sistem
koji ima:

- najmanji element

- (u smislu konaénih skupova) Va € T, [v, a] je lanac tj. linearno uredjen skup
(svaki ima svog pretka)

[v,al ={z € T|0 <z < a} ry<a= (z<y)V(y <z

(4) Grupa (N, |), gde je | relacija z|y:
x|z

zly,ylr =z =y

zly, ylz = x|z

- a € A je najmanji element ako za x € A vazi a < x
- b € A je najveéi element ako za x € A vazi x < b
- a € A je minimalni element ako za x € A za koje vazi a <z, vaziixz =a

- b € A je maksimalni element ako za x € A za koje vazi x X b, vaziiz =

Linearno uredjeni skupovi su oni koji zajedno sa relacijom < ¢ine grupu
(4, <), takvu da je:
(1) < je relacija uredjenja (RAT)
(2) < ispunjava jos i:
r<yVy<wzarycA
r<yvVe=yVy<cx
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24 Konac¢ni i beskonac¢ni skupovi i kardinalni
broj

Skupovi X i Y su ekvipotentni (iste kardinalnosti, iste moéi) akkoge r postoji
f: X —71e, Y. Ako skupovi imaju istu kardinalnost, to se zapisuje: |X| =
Y], X ~ Y, gde je oznaka | X| kardinalni broj skupa X (isto vazi i za skup Y).

feX =14 Y = X[ =Y

XY < gef \/giXH?LY
!
~ je relacija ekvivalencije.

Skup je konacan akko postoji postoji bijekcija F' : {1,2,...,n} — X za neko
n € N.

(X =n; X ={f(1), f(2), . ()} = {1, 22, ., 20}

Primeri kona¢nih skupova:
(1) {1,2,...,n}=n

(2) X ={keN|n <k <m}
(3) [A] =n; |[P(A)] =27
(4)
()

4) S,, - permutacije skupa {1,2,...,n};|S,| = n!
5) |Al =n;C ={X C Allz| =k} |C| = < Z ) - kombinacije bez ponavljanja

BESKONACNI SKUPOVI

Definicije beskonaé¢nih skupova:

Skup je beskonacan ako nije konacan.
Skup je beskonac¢an ako mozemo uslikati NV u njega funkcijom 1-1.
Ako mozemo preslikati skup u njegov pravi deo, onda je on beskonacan.

Primeri beskonaénih skupova:

1) N={1,2,...}

2) X CY, X je beskonacan skup, pa je 1 Y beskonacan
3) f: N —Y, Z je beskona¢no

24.1 Dirikleov princip za konac¢ne skupove

Ako |z1 U...Ux,| > n+ 1 tada za neko i vazi |z|; > 2.

Posledice:

(1) f: A— A; A je konacan skup, tada f: A —7% A
Q1,02 ...y Ay Al{a;} n—1

ay,ay,...,al, Al{al} n—1

(2) f:A—"a Atada f: A—7e, A
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25 Bulove algebre

Bulova algebra je algebarska struktura B = (B, V, A, ,0,1).

B - domen (neprazan skup)

V - bulovska disjunkcija

A - bulovska konjunkcija

” - bulovski komplement

0,1 - Bulove konstante, 0,1 € B

Struktura zadovoljava sledece aksiome:

1) (xAy)ANz==z A (y A z) - zakon asocijacije
(xVy)Vz=zV(yVz)

2) Ay = y A x - zakon komutativnosti
rVy=yVzx

3) z A (zVy) =z - zakon apsorpcije
zV(xAy)=x

4) vV 0 = z - zakon neutralnog elementa

zANl==2x
5) V' =1 - zakon komplementa
xAx' =0

6) 0 # 1 - svaka Bulova algebra ima dva elementa
Primeri:

(1) Iskazna logika: Bg = (Bs, V,A,”,0,1)
(2) BY = (B%,V,A,,0,1), B2 = {(a1, ..., ap)| @1, ooy vy € {0,1}}

26 Bulovski identiteti, de Morganove jednakosti

Svi identiteti iz aksioma bi mogli da se ubace i ovde

TNT =T
rVr==x
zAN0=0
zVvV1i=1
0=1
1’=0

(') ==z
De Morganove jednakosti:

(xny) =a' vy
(xVy) =2/ Ay

27 Euklidov algoritam
Euklidov algoritam se koristi za odredivanje najveteg zajednickog delioca

dva cela broja. NZD dva cela broja je broj koji deli ta dva broja bez ostatka.
a,be N,b#£0
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a=b-q1+7r,0<r;1 <b
b=r1-qa+7m2,m2 <711
rL="2-q3+ 13,73 <12

Th—2 =Tn-1"qn +Tn,Tn < Tp—1

Tn—1 = Tn  qn+1 + Tn+1,Tn+1 = 0

Postupak se mora zavrsiti jer u N nema beskonacnih regresija (opadajudeg niza).
NZD je poslednji nenula ostatak, pa je NZD(a,b) = r,,

28 Linearna diofantovska jednacina

d = aa+ b

Opésti oblik linearne diofantovske jednacine: ax + by = ¢

Diofantovska jednacina ax + by = ¢ ima reSenje akko d = NZD(a, b) Ad|c oblika
r=(5)-a+ () tiy=(5) 8- (51

gde je t neki ceo broj, a a i 8 su dobijeni iz Euklidovog algoritma. Ako d ne
deli c, onda jednacina nema resenja.
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